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III. Lineaire endomorphismen

§ITI.1. Multilineaire functies

III.1.1 Zij V een F-vectorruimte. Dan is,voor elke n € N,Vn de verzameling
van alle elementen van de vorm (v1,..., vn) waarbi]j v, eV (i=1,..., n).
(ef. I.1.45). Twee van deze elementen (v1,..., vn) en (w1,..., wn) zijn
gelijk dan en slechts dan als Vv, = W ,..., V =W . We kunnen V° dus opvat-
ten als de verzameling van alle n-tupels uit V en zullen dan ook in deze
paragraaf [v1,..., vn] noteren in plaats van (v1,..., Vn)'

III.1.2 Definitie: Zij V een F-vectorruimte en n ¢ N. Een afbeelding

£f:ViaF

heet een n-lineaire functie op V als voldaan is aan de

volgende twee voorwaarden:

(i) Voor i = 1,..., n en voor elk tweetal n-tupels

[v1,..., Viqs 8 Vigqeees vn] 5 [v1,..., Vi s b, Vipgrereo an

uit V geldt:

f[v1,..., Vi g 85 Vigqaeees vn] + f[v1,..., Vi_qo By Vigqaeees vn] =

= f[v1,..., Vi_qs 8Dy Viiseess vn]-

1

(ii) Voor elk n-tupel [v1,..., Vi_qs 8s Vigqseees vn] uit

V en elke A € F geldt:

f[v1,..., Aa, v 1= X.f[v1,..., Viqs B Viqseces vn].

V. . e V
i-12 i+1? > 'n

III.1.3 Terminologie: Een 2-lineaire functie op een F—vectorruimte V heet

een bilineaire functie op V.

IITI.1.4 Voorbeeld: Beschouw de afbeelding

3)2 >R



die gegeven wordt door:

a, 61
= - - +
fLja, |, B, 1] 2o, (B, 83) + a8, 0L3(B1 B2+B3).
oy 63

We laten zien dat f een bilineaire functie is op B3. Hiertoe controleren we
de voorwaarden (i) en (ii) van III.1.2:

ad (i): We moeten bewijzen dat voor elk drietal vectoren u, v, wuit R3
geldt: flu,v] + flu,w] = flu,v+w] en flu,v] + flw,v] = flutw,v]. Welnu, als

a, 81 Y,
u={a0 B v = 82 H w = Y2
dan vinden we:
o, B1 o, Yy
f[u ,V] + f[u ,WJ = f[ a2/’ 82 J + f[ a2 s Y2 J =
%3/ \Bs %/ \"3

{2a1(62-83) +aB, - a3(61+82+63)} +

+ {2a1(72-v3) +ayy, - a3(Y1+Y2+Y3)} =

201((82+Y2)-(B3+Y3)) + a2(81+y1) - 0L3((B1+Y1)+(62+Y2)+(63+Y3)) =

% B1"*1\ o\ B\ [y
= f[ oy, 82+Y2}] = f[ %5 82 +Y, 1 = flu,v+w]
%3/ |B3*vg %3 185/ \v3
en ook:
a, 61 Y, 61
flu,v] + flw,v] = f[ a1 62 I+ f[ Yol 62 1=
ag 83 Y3 63

= {2a1(82-83) + o8, - a3(61+62+63)} +

* 12y, (BmB3) + o8y - v3(B+B,*B3)) =



2(01+Y1)(32-53) + (0,+Y,)8, - (a3+Y3)(B1+82+B3) =

@+, [By AL
= fl{a+Y,1, B, 1= fljo, |+ Yo|s 8, ] = flut+w,v].
as*Y3 |\Bs 3/ |3/ \B3

Voorwaarde (i) is hiermee geverifieerd.
ad (ii): We moeten aantonen dat voor ieder tweetal vectoren u,v € B3 en elke

A € R geldt: f[Au,v] = Aeflu,v] en flu,Av] = A-flu,v]. Als weer

% 8
u = 0’2 B v = 62 3
o 83
dan geldt:
o, 81 Aa1 81
flAu,v] = flA|a, |, (B, |1 = £[|Aa, ), 1B, 1=
as) B3 Aog \Bg
= 200, (ByBy) + (ay)By - (Aaz)(B +B¥Bs) =
= A{2a1(32-63) + o8, - a3(61+62+63)} =
CAWLS
= A°f a2 N 62 1 = A+flu,v].
s \B3
Ook geldt:
% By o\ (A8,
flu,Av] = £l as2 62 1=rfC Ay ls A62 ]=
%3 |3 o) \ABg

2a1()\62-)\83) + az()\ﬁl) - a3(AB1+A82+AB3) =

M2o, (B By) + 0B, = a3(B +B,*B)} =

o\ (B
= A-fl{ oy |4 B, [1 = A-flu,v].
asf \B3



Hiermee is gecontroleerd dat f een bilineaire functie is op R3.

III.1.5 Voorbeeld:

Kies in E2 twee vectoren P en Q, zeg gegeven door:

X X
) I

(ef. II.1.8). Zij o de hoek tussen de rechten OP en 0Q, gemeten vanaf OP in
de richting tegen de klok in. Zij o, (resp. ag) de hoek tussen de positieve
x-as en de rechte OP (resp. OQ), gemeten vanaf de positieve x-as in de rich-
ting tegen de klok in. Noteer voorts |OP| (resp. 10Q|) voor de lengte van
het lijnstuk OP (resp. 0Q). (Dan is, als R = P + Q, |OP|-|0Q]|-|sin a| de
oppervlakte van het parallellogram OPRQ.) Definieer nu de afbeelding

met:
£f[P,Q] = |OP|-|0Q!+sin a.

Wegens o = a2 - o, is
f£[P,Q] = IOPI-IOQI-sin(ot2—0L1) =
= |oP|-|0Q]|:(sin @, cos a, - cos o, sin a1) =
M X X Y
= Jop|-Jog|(—&—E _ Q& P,
loQ| |oP| loQ| |oP|

T Xp¥q T Yp¥g-

Hiermee controlere de lezer zelf dat f een bilineaire functie is op E2.



III.1.6 Definitie: Zij V een F-vectorruimte en n € N. Een n-lineaire functie

n

f:V »>F

heet een antisymmetrische n-lineaire functie op V als

voor iedere n-permutatie T die een verwisseling is en

voor elk n-tupel [v1,..., vn] uit V geldt:
f[v1,..., vn] = - f[vT(1),..., VT(n)].
III.1.7 Voorbeeld: ZiJ
2
)

o) R

de in III.1.5 gedefinieerde bilineaire functie op E2, gegeven door:
f[P,Q] = Xp¥q = Yp¥g
Dan is f wegens
f[PaQ] = XPYQ - nyQ = -(nyP = YQX—P) = "f[Q’P]
antisymmetrisch.

III.1.8 Voorbeeld: Beschouw de afbeelding:

die gegeven wordt door:
f[(a1,a2,a3),(81,82,63)3 = 0B, - 20,8, - a8, + a8, + 20,8, - o,B3.

g. Ook is f antisymmetrisch. We
moeten hiertoe verifi&ren dat voor ieder tweetal vectoren u,v € R; geldt:

Ga na dat f een bilineaire functie is op R
flu,v] = -f[v,ul. Welnu, als

u = (a1$a29a3) ; v = (81982,83)



dan vinden we:
£Lu,v] = 2000y 50,,0,),(8,,8,,8,)] =

183 =

= a162 - 2a283 - a281 + u381 + 2a362 -0
= -(B1oc2 —262a3 - 82a1 + B3a1 + 2S3a2 - 61a3) =

= -f[(61,82,83),(aT,ae,a3)] = —flv,ul.

III.1.9 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte en zij

£f:V >F

een n-lineaire functie op V. Dan is f antisymmetrisch

dan en slechts dan als voor ieder n-tupel [v seses V]
1 n

uit V, waarin twee vectoren Vi en v, (i # ) gelijk zijn,

geldt: f[v1,..., vn] = 0.

Bewijs: Veronderstel eerst dat f antisymmetrisch is. Zij [v1,..., vn] een
n-tupel uit V met v, = vj en i # j. We moeten bewijzen dat f[v1,..., vn] = 0.

Noteer hiertoe

(ef. I.2.24). Dan ontstaat het n-tupel EVT(T)"°" vT(n)] uit [v1,..., vn]
door v, en vj onderling van plaats te verwisselen. Omdat v, = v‘j volgt hier-

uit:
[vT(1),..., vT(n)J = [vT,..., vn]
en derhalve :

f[vr(1),..., Ve(n)d = fIV seee, v, 1. (*)

Ook geldt, omdat f antisymmetrisch is:

f[VT(.l),o-., VT(n)] -f[V1,.-u, vn]o (**)

Uit (*) en (**) volgt: f[v1,..., vn] = -f[v1,..., vn],zodat f[v1,..., vn] = 0.



Neem nu aan dat voor elk n-tupel [v1,..., an uit V, waarin
twee vectoren v, en Vs (i #J) gelijk zijn, geldt: f[v1,..., vn] = 0. We
moeten dan bewijzen dat f antisymmetrisch is.

Kies een willekeurig n-tupel uit V, zeg:

[v1,..., Vi s 85 Vigqacees vj_1, b, vj+1,..., vn].
Het n-tupel, hieruit verkregen door de i€ en de je vector te verwisselen is

dan:

[v1,..., Vi_qs b, Vipqacees vj_1, a, vj+1,..., vn]
en we moeten aantonen dat beide n-tupels een tegengesteld beeld hebben onder
f. Welnu, £ is n-lineair, zodat geldt, rekening houdend met het gegeven dat
het beeld van een n-tupel,waarin twee gelijke vectoren voorkomen onder f,0

is:

0= f[v1,..., Vi1 a¥b, Vi qseees Vi at+b, v

; FIRTEPRRA A

= f[V1,..., V. .. @,

11 seesy vj_1, atb, V.

Vi jerreees Vgl *

+ f[v1,..., Vi_1o Bs Vigqeeees Viops a+b, Vigpeeees vn]

f[v1,..., Vi_qs 85 Vigqseces Vj—1’ a, Vj+1""’ vn] +

+

f[v1,..., Vi_qs 8 Vigqseens vj-1’ b, Vigpreero vn] +

+

f[v1,..., Vi_q b, Vigqreees vj-1’ a, vj+1,..., vn] +

+

f[v1,..., Vi_qe by Viqaeees vj_1, b, vj+1,..., vn]

=0 + f[v1,..., Vi_qs @ Vigqeeees vj—1’ b, vj+1,..., vn] +

+

f[v1,..., Vi_q b, Viggrrees Vj-1’ a, Vj+1""’ vn] + 0,

zodat inderdaad

f[v1,..., Vi_qs B Vigqaeeeo vj_1, b, vj+1,..., v, 1=



= 'f[V.],---a Vi_1a b, vi+1:°--’ vj—1’ a, Vj+1s"': vn] s

waarmee de opmerking bewezen is. [

IIT.1.10 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte en

£ Vn > F

een n-lineaire functie op V. Dan is f antisymmetrisch

dan en slechts dan als voor ieder lineair afhankelijk

stelsel [v1,..., vn] van V geldt: f[v1,..., vn] = 0.

Bewijs (i): Veronderstel eerst dat f antisymmetrisch is. Zij [v1,..., vn] een
lineair afhankelijk stelsel van V. We moeten bewijzen dat f[v1,..., vn] = 0.

Welnu, 2zij

A1v + Agv + ... AV =0

1 2 nn

(X1,..., An € F),waarbij niet alle getallen Ai zul zijn. Zeg: Ak # 0. Dan
volgt:

o y=1
Ve = -Ak ()\1v1 + ...+ )'k—1vk-1 + Ak+1vk+1 + ...+ Anvn)

of, als we gemakshalve noteren: o= -A£1Xi (i =1,000y k-1, k+1,..., n):

Ve T HT T e T i Y g Vigeqe s WY, S
= z H.v..
l#k 11

Dan volgt, gebruik makend van de n-lineariteit van f:

f[v1,..., Vn] = f[v1,..., Vo1 Z HiVis Vigqoeees vn] =

ik

i;k FLvgaeees Vi go WiVs Vi qseees V1 =

z uif[v1,..., Vie 10 Vio Vigqococo vn]. (%)

i#k

Nu komt, als i # k, in het n-tupel [v1,..., Vs V5 V

Xk s vn] de vector

k12"



v, ©op twee verschillende plaatsen voor, zodat volgens III.1.9 geldt:
f[v1,..., V1> Vio Vesrteo vn] =0 als i #k.
Dus volgt hiermee uit (*) dat f[v1,..., vn] = 0.

Bewijs (ii): Veronderstel nu omgekeerd dat f een n-lineaire functie op V is
met de eigenschap dat voor elk lineair afhankelijk stelsel [v1,..., vn] uit V
f[v1,..., vn] = 0 is. We moeten dan bewijzen dat f antisymmetrisch is.

Omdat elk n-tupel [v1,..., vn] uit V waarin op twee verschillende
plaatsen dezelfde vector voorkomt een lineair afhankelijk stelsel is van V,
is voor elk zo'n n-tupel f[v1,..., Vn] = 0. Volgens III.1.9 is dan f anti-

symmetrisch. 0O

III.1.11 Gevolg: Is V een F-vectorruimte van dimensie n, en is

£ VT

een antisymmetrische m-lineaire functie op V, terwijl m > n,

dan is voor ieder m-tupel [v1,..., vm] uit Vv flv,,..., vm] =

= 0.

Bewijs: Kies een willekeurig m-tupel [v1,..., vm] uit V. Omdat m > n is, kan
dit m-tupel volgens I1.2.40 geen lineair onafhankelijk stelsel van V zijn.
Dus is elk m-tupel uit V een lineair afhankelijk stelsel van V en volgt de
bewering direkt uit III.1.10. [J

IIT.1.12 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte en

£: V' >F

een antisymmetrische n-lineaire functie op V. Dan geldt
voor elk n-tupel [V.,..., v_] uit V en elke n-permutatie O:
1 n- —

f[vo(.l),..., Vc(n)] = sign(o)-f[v.l,..., Vn].

Bewijs: Als n = 1 valt er niets te bewijzen. We mogen dus aannemen dat n 2 2.

Volgens I.2.34 bestaan er dan verwisselingen Tyseees Ty zodat



10

O=T °oT _,° ... T We bewijzen de opmerking nu met volledige inductie
naar s.
Als s = 1, dan is 0 = T, een verwisseling. Dan is sign(o) = -1 volgens

I.2.4L en volgt de opmerking direkt uit definitie III.1.6.
Stel nu dat de opmerking bewezen is voor iedere n-permutatie die te
schrijven is als samenstelling van s - 1 verwisselingen. Noteer:

T= T 4 °Tgp ® eee® Ty Dan is 0 = T, ° Ten volgens de inductie-aanname

geldt:
f[vT(1),..., VT(n)] = 51gn(T)'f[v1,..., Vn]. ()
Omdat o = T, ° T,1is

Do(a)2ee Yo(m)d = D (acny)2esos Va_(zmn)

zodat [Vo(1)”"’ vc(n)] uit [vr(1),..., VT(n)J ontstaat door toepassing van

de verwisseling T, - Volgens definitie III.1.6 is dan
f[VG(1),.-., Vc(n)] = -f[VT(1),.-., VT(n)]- (**)
Nu is wegens 0 = T, °T volgens I.2.46:
sign(o) = sign(TS)-sign(T).

Omdat T, een verwisseling is, is volgens I.2.LL sign(Ts) = =1, Dus volgt uit

(%) en (#x):

f[v°(1),..., Vc(n>] = -f[VT(1),¢.., VT(n)] =

= - sign(T)-f[v1,..., vn] = sign(d)-f[v1,..., vn],
zodat de opmerking bewezen is. [

ITI.1.13 Stelling: Is V een F-vectorruimte met basis [a1,..., an] en is

A eF, dan is er hoogstens &én antisymmetrische n-lineaire

functie
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met de eigenschap dat f[a1,..., an] = A,

Bewijs: We moeten bewijzen dat, als
£f:VEF en g : vt > F

twee antisymmetrische n-lineaire functies zijn op V met de eigenschap dat
f[a1,..., an] =)A= g[a1,..., an], dan f en g gelijk zijn; met andere woor-
den: dat dan voor ieder n-tupel [v1,..., vn] uit V geldt: f[v1,..., vn] =
= g[v1,..., vnj.

Kies hiertoe een willekeurig n-tupel [v1,..., vn] uit V. Omdat

[a1,..., an] een basis is van V, kunnen we elke v, op precies &én manier

k
schrijven als lineaire combinatie van [a1,..., an] (ef. IT.L.13). Zeg:
n
vy = X1ka1 + szaz + ...+ Ankan = z Xi k% (k=1,...,n).
i, =1 k k
k
Omdat f een n-lineaire functie is op V krijgen we:
r 1= 7oA
flv,ye0es v. 1 =17 3 Yeees . a. ] =
1 n i1=1 i1 in=1 in i,
% n
= ces fIA. 8. seces A: &, 1=
i =1 i21 " *n

Nu is, omdat f antisymmetrisch is, volgens III.1.9 f[ai seees By ] =0 als
n

er onder de indices i1,..., in twee gelijk zijn. Komen onder de  indices

i1,..., in niet twee gelijken voor, dan is [i1,..., in] een n-permutatie,

zodat in dat geval volgens III.1.12 geldt:

f[ai1,..., ain] = 51gn(11,..., ln) f[a1,..., an].

Dus, als we noteren:

s[i1,..., in] sign(i1,..., in) als [i1,..., in] een n-permu-

tatie is»

]
o

s[i1,..., in] als er onder de indices

i

EERE in twee gelijk zijn,
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dan kunnen we (%) in de vorm
f[v1,..., vn] =

n n
= g ven 2 A, 1...Ainn sliyseee, i1 flag,..., a ] (%)
n

n
= z s Z )\i 1...)\. s[i1,..., in] g[a1,..., an]. (%)
1 n n
En, omdat
g[a1,..., an] =)A= f[a1,..., an]

volgt uit (**) en (*%x):

f[v1,..., vn]
n

= Lo Doy oy sl 0 = glva,..., v,

zodat de stelling bewezen is. [

IITI.1.14 Voorbeeld: Ter illustratie van het voorgaande herhalen we hieronder
het bewijs van III.1.13 in het geval n = 2,

Laat V een 2-dimensionale F-vectorruimte zijn met basis [51,a2] en
laten

£ V2 > F en g : V2 +F

twee antisymmetrische bilineaire functies op V zijn. We kiezen een getal
A € F en veronderstellen dat f[a1,a2] = A= g[aT,aZJ. We willen bewijzen dat
dan voor een willekeurig gekozen 2-tupel [v1,v2] uit V geldt dat f[v1,v2] =
= g[v1,v2].

Welnu, laat

Vi = Ayt A e, ; 2 = MoBq A%y



Dan is:

f[v1,v i=

2

= f[A

= A

i

= A

= (A, A

Evenzo laat men

13

+ A

£0A 48y + Aygens Appay + Aypapl =

Aqas] +

A12a1] + A, .a 0082

11231 112>

+ £l .a

0180 A12a1] + [\, .a., A

21822 1=

20%2

f[a1,a1] + A f[a1,a2] +

11A12 11A22

+ A f[az,a1] + A0

p1hop flegsayl =

21A12

0+ A, A

11700 flagseyd + 2

p1rqp flagsaql + 0 =

11700 flagsapd = Ay, flag,a,l =

- A A

21712 = AygA

)f[a1,a2] = (A, A 01 M2

11722 A

11722
zien dat

- A qA

g[v1,v2] = (A A o1 12)X, (*%)

11722

zodat uit (*) en (**) inderdaad velgt dat f[v1’V2] = g[v1,v2] voor ieder

2-tupel [v1,v2] uit V. Met andere woorden: f = g.

§III.2. Determinanten

I1I.2.1 Stelling: Zij V een F-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Dan is er

precies &&n antisymmetrische n-lineaire functie

+>F

op V met de eigenschap dat f[a1,..., an] = 1.

Bewijs: Volgens stelling III.1.13 is er hoogstens één zo'n antisymmetrische

n-lineaire functie. Als we in staat zijn een antisymmetrische n-lineaire

functie f :

halve bewezen.

v® > F met fla,,..., & 1 = 1 te construeren, is de stelling der-
1 n
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We gaan eerst een afbeelding f : vt + F construeren en daarna bewijzen
dat f aan alle verlangde eigenschappen voldoet.
Kies een willekeurig n-tupel [v1,..., vn] uit V. We moeten dan het

getal f[v1,..., vn] e F definiéren. Als

X11 k1n
Viseees V= DO P I € (V,[a1,..., a l),
An1 >‘nn

S .
A= Do
Aay eer A

Definieer nu:
f[v1,..., vn] = det(A).

Hiermee hebben we een afbeelding f : Vi oF geconstrueerd. We controleren
eerst dat f een n-lineaire functie is op V. Hiertoe verifi&ren we de voor-
waarden (i) en (ii) van definitie III.1.2.

ad (i}: Kies een willekeurig tweetal n-tupels van de vorm:

[v1,..., v b, Vigqreees vn] 3 [v1,..., Vi_q4s Cs Vigqseees vn].

i-1°

Zeg:
1k
v = e(V,[a..l,...,an]) (k = 1,..., i=1, i+1,..., n)
Ank
en
B Y
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Als
)\11 : )\1,5.—1 A1,i+1 >‘1n
Sk L] e P
An1 e n,i-1 xn,i+1 Tt Xnn
dan vinden we:
81
f[v1,..., Vi 4 Py Viiqaeees vn] = det A, E A2 3
Bn
Y4
f[v1,..., Vi_qs G Viiqaeees vn] = det A1 E A2 3
Yn
B1+Y1
f[v1,..., Vi_qo bre, Vi gseees vn] = det A1 ; A2 s
Bn+Yn

zodat uit I.L4.12 direkt volgt:
f[v1,..., Vi_q Dy Viiqseees vn] +
+ f[v1,..., Vi_qr Cs Vigqseees vn] =
= f[v1,..., Vi1 bte, Vi qseees vn].

ad (ii): Kies een willekeurig n-tupel [v1,..., Vi_q b, Vigrreeeo vn] uit Vv

en een willekeurig getal A € F. Laten Viseees Vi g by Viqaeees

als A1 en A2 gegeven zijn zoals hiervoor. Dan is volgens I.k.13:

v_, zowel
n

AB,

“ey Vn] = det A1 . A2 =

AB

n

f[v1,..., Vi_qs Ab, Vigqoe
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= A det A : A = X-f[v1,...,vi_1,b,vi+1,...,vn].

Hiermee is geverifieerd dat f een n-lineaire functie is op V. Nu controleren

we dat f ook antisymmetrisch is. Kies twee verschillende getallen

i,j € {1,..., n}. Zeg: i < j. Beschouw twee n-tupels uit V van de vorm
[v1,..., Vi_qe b, v v ces vn];

TFOTRTRE Vj_1, c, G410

[v1,..., Viiqr Cs Vigqaeees Vj-1’ b, Vj+1""’ an.

(Het tweede ontstaat dus uit het eerste door toepassing van de verwisseling

= 78 ).
1,J
Als
)\11{
Ve =\ € (v,[a1,..., an]) (k=1,..,i=1,i+1,..,5=1,3+15..,0)
Ank
en als
61 Y4
bye =1 |, |e (V,[a1, . an]),
Bn Yn
terwijl
Mo MLi Moot o AMye
Ay =1 : s oAy = : ;
Moo Aia n,i+1 " “n,j-1
1,5¢#1 ° Aln
A3 =1 . .

xn,j+1 e knn

dan volgt met behulp van I.4.18:
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f[v1,..., Vi_qs b, Vipqaeees Vi ©s vj+1,..., vn] =

J
B, Y4
= det|| 4, A, Ay =
Bn Yn
/ Y, 8,
= - det|| A, : Ay | Ay =
Yn Bn

- f[v1,..., Vi_qs Cs Vigqseees vj_1, b, Vj+1""’ vn],

zodat ook de antisymmetrie van f aangetoond is.

Nu blijft nog over te bewijzen dat f[a1,..., an] = 1. Welnu, wegens

0 0
1 .
0 .
812855 eees8 = seens| 1 |€ (V,[a1,..., an])
0
(4] 1
is volgens I.L4.30
1 0 0
o . . .
f[a1,...,an] =det)| . S = det(In) = 1.
. . [¢]
0 0o 1

Hiermee is de stelling bewezen. []

III.2.2 Opmerking: Als in een vierkante matrix A uit F twee verschillende

kolommen (resp. twee verschillende rijen) gelijk zijnm,
dan is det(A) = 0.

Bewijs: Laten de k€ en de 1% kolom van A aan elkaar gelijk zijn. Zij A' de
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matrix die we uit A verkrijgen door deze twee kolommen te verwisselen. Dan
is A = A', dus det(A) = det(A'). Echter, volgens I.4.18 is ook det(A) =
= - det(A'). Dus is det(A) = - det(A) zodat det(A) = 0. Analoog, nu met

behulp van I.L4.2L4, voor rijen. N

IIT.2.3 Opmerking: Is A een vierkante matrix uit F, en ontstaat A' (resp. A")
uit A door de k° kolom (resp. x° rij) X keer op te tellen

bij de 1° kolom (resp. 1° rij), dan is det(A) = det(A')
(resp. det(A) = det(A™)) (k # 1, A € F).

Bewijs: Als

% 8,

A= B |1 ] ¢ |: D ,
an Bn
4 4

k& kolom le kolom

dan hebben we, gebruik makend van I.4k.12, I.L4.13 en ITT.2.2,

a1 B 1+)\oz1
det(A') = det B : c : D =
\
\ o Bn+)\o¢.n
%y B,
= det B . o] : D +
C"1’1 Bn
oc1 )\a1
+ det B . C . D =
Q Ao,
n n
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%y %

= det(A) + A det B ; c 5 D =
o a
n n

= det(A) + 0 = det(a). ]
Analoog voor rijen.

III.2.4 Opmerking: Als A een (n x n)-matrix uit F is van de vorm

%y
B : c
Oy
A= 0...0 1 0...0 |«x%rij,
8,
D . E
6S
dan geldt:
0
B . c
0
det(A) = det 0...0 1 0...0
0
D : E
0

Bewijs: Deze opmerking volgt door herhaald toepassen van III1.2.3. Tel eerst

de x° rij -, keer op bij de 1€ rij. We verkrijgen dan de matrix
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%
B c
%
A =] 0...0 0...0
8
D | : E
BS

waarvan de determinant volgens III.2.3 gelijk is aan det(A). Tel nu de k€
rij van A1 =0, keer op bij de 2¢ rij, enz., enz. We krijgen, zo doorgaande

tot de (k-1)-ste rij,de matrix

0
B C
0
Ak-1 = 0...0 1 0...0
B1
D . E
Bs

waarvan de determinant nog steeds gelijk aan det(A) is. Nu de k© rij —61 keer

optellen bij de (k+1)-ste rij, enz., enz, Uiteindelijk volgt de opmerking. []

IIT.2.5 Opmerking: Als A een (n X n)-matrix uit F is van de vorm

A= 0...0 1 0...0 [|+k®rij

1" kolom
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dan is

det(a) = (-1 get

. D E
0 //

Bewijs: Verwissel de k€ rij van A met de (x-1)€ rij, vervolgens in de nieuw

verkregen matrix de (k-1)€ rij met de (k-2)€ rij, enz., enz. Zo krijgt men
na k-1 verwisselingen van steeds twee rijen een matrix A' die als eerste rij
heeft de k° rij van A, terwijl de 2® rij tot en met de k° rij van A' respec-
tievelijk de 1° rij tot en met de (k=1)€ rij van A zijn, die derhalve een

plaats zijn opgeschoven:

0...0 1 0...0

0

B . C
0

A' = .

0

. D . E
\ o
e 4

1" kolom

Omdat A' uit A is ontstaan door het achtereenvolgens uitvoeren van verwisse-
lingen van steeds twee rijen, en bij iedere verwisseling van twee rijen de
determinant van teken verandert, is

det(ar) = (-1)¥7

det(a) . (%)
Net als hiervoor met de rijen gaan we nu te werk met de kolommen. Ver-

wissel eerst de 15 kolom van A' met de (1-1)€ kolom. Verwissel hierna in de

nieuw verkregen matrix de (1-1)€ kolom met de (1-2)€ kolom, enz., enz. Na

1-1 verwisselingen verkrijgen we de matrix
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1 0...0 0...0

0
. B C
A" =
D E
0

waarbij
det(A") = (-1) " Tget(ar).
Met (*) volgt hieruit:
det(A") = (-1)1*2get(n) = (1)*Eger(a),
of , wat hetzelfde is,

1+k

det(A) = (=1)"""det(A")

(ga na!), zodat de opmerking bewezen is.]

III.2.6 Opmerking: Voor elke (n X n)-matrix A uit F geldt:

1 0...0
0

det| . A = det(A).
0

Bewijs: Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V en kies een basis

[8.1,..., an] van V. Als [v1,..., Vn] een willekeurig n-tupel uit V is, zeg:

n

>
—_
—

—

>

seees e(V,[a1,..., an]),

nl nn
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dan kunnen we aan dit n-tupel twee matrices toevoegen:

X11 ves K1n 0 A,y --o X1n
B = : ; Br=| .|l : .
Par - Pam 0 A, .o A

We hebben nu twee afbeeldingen 4 : V' > Fen ¢ : v F, gedefinieerd door

respectievelijk:
alviseees vn] = det(B) 3 0LV s, vn] = det(B"').

Uit het bewijs van III.2.1 weten we al dat d een antisymmetrische n-lineaire
functie is op V met d[a1,..., anJ = 1. Als we nu kunnen bewijzen dat ook ¢
een antisymmetrische n-lineaire functie is op V met ¢[a1,..., an] = 1, dan
is volgens III.2.1 ¢ = d. We controleren hier alleen de voorwaarde (i) van
III.1.2 en laten zowel de verificatie vanvoorwaarde III.1.2 (ii), als van de
antisymmetrie van ¢ over aan de lezer. (Doen!)

Kies een willekeurig tweetal n-tupels uit V van de vorm

[v1,..., V. b,

V. ey V.1
i-1? i+12°0? n]’

[v1,..., Vi_qs C» Vigqrees Vn].

Als
X1k
v, = ; € (V,[a1,..., an]) (K= 1y.0005i-1,i+1,...,0) »
Ank
terwijl
8, Yy
b,c = E . E € (V,[a1,..., an]),
Bn \ Yn

en als we verder noteren:
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A11 tee A1,1—1 1,i+1 ° A1n
By =l : s By =1 : i
An1 te An,i-1 An,i+1 te Ann

dan vinden we met behulp van I.kL.12:

MVP'”’VL1’MT’%+P“"VJ=

1 0 0
0 Bi+Y,
= det| . . =
B : E,
0 Bn+yn
1 0 ceseense . 0 1T 0 tiiieennnnes O
0 81 0 Y,
= det| . . + det| . . =
3 T E, OB E,
0 Bn 0 Yy
= ¢[v1,..., Vi 4 Dy Vigqreees vn] +

+¢h1p“,va,c,ﬁjw.“,vﬂ,

zodat (i) geverifieerd is.

Dus (na verificatie door de lezer van de andere voorwaarden) kunnen we

vaststellen dat ¢ een antisymmetrische n-lineaire functie is op V. Ook geldt:

1 0....0
0

¢[a1,..., an] = det 5 I = det(In+1) =1,
0

(ef. I.4.30).Dus is ¢ = 4.

Zij nu
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%11 %n
LTRERR 5 seves E € (V,[aT,. o an]),
o o
nl nn
dan volgt
1 0...0
0
’det . A = ¢[w1,..., Wn] = d[w1,..., wn] = det(A),
0

waarmee de opmerking bewezen is. []

IIT.2.7 Stelling: Zij

i ) an

een (n X n)-matrix uit F en zij k € {1,..., n}. Dan geldt
(ef. I.4.8):

det(a) = § A (-1 aee(a, ).
J=1 ’

Bewijs: Herhaald toepassen van I.L.21 geeft:

A11 ces x1n
det(A) = det | Ay oo A =
A cee A

nl nn
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+ det| O

+ det 0

nl

I.4,22 toepassen levert:

n
det(A) = Z )\kjdet

J=1

Nu is volgens III.2.k, III.2,5 voor elke j € {1,..., n}:

nn

13

Akj

nj

1n
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A 0
B. . C .
. B. . C
J \ J 3 : 3
k-1,,j 0
det) 0....0 1 0....0 = det 0....0 1 O0....0 =
Ak+1,j o]
D . E. D. E
J J J J
. 0
nj
1 0 . 0
0 Bj Cj
= (=1)9*E et | : ,
° D. E
0 J J

terwijl de ((n-1) x (n-1))-matrix

uit A ontstaat door de je kolom en de k°© rij uit A weg te laten. Deze matrix

is dus Ak j (cf. I.4.8). Dus volgt uit (*) met III.2.6:
L]

10 w. O
0
det(A) = rzl A (=19 get(a, ), | 1| A =
SHAT = L Mt etldg,s? | K
0
= T o1 aen(a ) (%)
sk S

zodat de stelling bewezen is. []
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IIT.2.8 Merk op dat de voorgaande stelling ons de mogelijkheid biedt om de
determinant van een (n X n)-matrix uit te drukken als som ven determinanten

van ((n-1) x (n-1))-matrices.

IIT.2.9 Terminologie: Als we, zoals in III.2.7, det(A) schrijven in de vorm
(**), dan zeggen we dat we det(A) hebben ontwikkeld
naar de k° rij.

III.2.10 Voorbeeld: Beschouw de (4 x 4)-matrix

811 B2 B3 By

821 8op 8p3 8y,
831 83 833 23,
41 By By3 Ay

Ontwikkeling van det(A) naar de 2% rij geeft:

812 843 8y 811 293 8qy
det(A) = -321det 83, 835 B8y, + azedet 831 833 85 +
uo Sy3 By Sy1 23 ey
811 82 &gy 811 %12 843
- a23det 331 a32 a3h + a2udet a31 a32 333 .
8,1 By By 841 Byo 83

We kunnen een determinant ook naar een kolom ontwikkelen.

ITI.2.11 Stelling: Zij

A11 N A1n
A= .
An1 cee AL

een (n X n)-matrix uit F. Dan geldt voor iedere

le {1,..., n}:

n .
det(a) = § A, (-1)9" 1 et(a,
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Bewijs:

AT =) : s uij = Aji (i = 15000503 J = 15...5n0).

Ontwikkel det(AT) naar de 1% rij:
n
dget(aT) = 1w

De lezer controleert gemakkelijk dat geldt:

AT . = (a.

)T
1,3 Js1

Omdat de determinant van een matrix gelijk is aan de determinant van de ge-

transponeerde matrix volgt hiermee uit (*):

n .
aes(aT) = § A (=19 Taen(a; )7 =
521 3s

det(A) 1

n .
T oA (=17 det(a
j=1 7

50 (xx)

waarmee de stelling bewezen is. [

III.2.12 Terminologie: Als we in III.2.11 det(A) in de vorm (**) schrijven,
dan zeggen we dat we det(A) hebben ontwikkeld naar de

le kolom.

III.2.13 Voorbeeld: We berekenen de determinant van de (3 x 3)-matrix uit R:

2 1k
A= 1 2
0o 2 1

op vier verschillende manieren.
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(1) Volgens de definitie van de determinant

De 3-grepen zijn:

=
L[}
n

( x ) 1= 11,1),(2,2),(3,3)), sign(w,)

|

I
N

= {(1,2),(2,3),(3,1)}, sign(i,) =

. . X
. X .
~— —
=
n
|

"
N

I
|
-

{(193)5(232)3(3,1)}9 Sign(wh) =

¢ X e
« e X
\,_/
=
=
n

(x . ‘) Wy {(1,2),(2,1),(3,3)1, sign(WS) -1

X . .
. . X
. X .

6
det(A) = ] A(Wi) = (2:1:1) + (1.2+0) + (Le1+2) +
i=1

x e ) L {(1,3),(2,1),(3,2)},sign(W3)

-1

=
o
[l

= {(1,1),(2,3),(3,2)}, sign(W,)

We vinden:

- (4e1e0) = (12141) = (202:2) =2 +0+8-0-1-8=1.

(ii) Ontwikkelen naar de 2° kolom

2+1 12 2 L
) o 1) *

2+2
0 1 *

det(A) = 1¢(=1)°" "Ldet( + 1+(=1) det(

+ 2-(-1)2+3-det(‘? ;).
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Nu is in het algemeen

&1 312)
= 8480 T 8908590

det (a a
21 22

zodat

det(A) = =(1°1 = 2+0) + (2°1 = 4°0) - 2(2.2 =~ Le1)

-1+2+0=1,

(iii) Ontwikkelen near de 3° rij

+

det(A) Oi(-1)3+1-det(1 g) + 2-(-1)3*2-det(f g)

+ 1-(-1)3*3-det(f :) =

0 - 2(2:2 = L4*1) + 1(2+1 =11) =0 -0+ 1= 1.

(iv) Door herleiding van A tot een driehoeksmatrix en toepassing van I.L.27
of I.4.28 of I.4.29

Beschouw

2 1 &
A=[1 1 2
0 2 1

Tel de 1e.rij -} keer op bij de 2% rij. We krijgen de matrix

N e
o

die =-volgens III.2.3- dezelfde determinant heeft als A. Tel nu in A1 de 2°

rij -b keer op bij de 3% rij. We vinden dan de matrix

O M= s
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Ook nu is volgens III.2.3 det(A2) = det(A1),zodat det(Az) = det(A). Volgens
I.h.27 is det(,) = 2+3+1 = 1, zodat det(A) = 1.

III.2.14 Opmerking: Zij V een n-dimensionale F-vectorruimte met een basis

[al,..., an]. Zij

a11 e a1n
A= .
Q . a

ni nn

een (n X n)-matrix uit F. Als [v1,..., vn] het n-tupel

is uit V, gegeven door

dan geldt: det(A) = O dan en slechts dan als [v1,..., vn]

een lineair afhankelijk stelsel is van V.

Bewijs: zij 4 : v? > F de uniek bepaalde antisymmetrische n-lineaire functie

op V die voldoet aan d[a1,..., an] = 1. Dan is (cf. het bewijs van III.2.1):
d[v1,..., vn] = det(A).

De opmerking volgt nu rechtstreeks uit III.1.10.T]

I1T.2.15 Gevolg: Zij V een F-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij

¢ : V>V een lineair endomorphisme van V en A een (n x n)-
matrix uit F zodat geldt:

A
¢ = (V,[a1,..., an]) > (V,[a1,..., an]).

Dan geldt: ¢ is surjectief dan en slechts dan als det(A) # O.

Bewijs: zij
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a11 ce aTn
A= . .

o ve. Q

nl nn

Dan is het n-tupel [¢(a1),..., ¢(an)] uit V gegeven door (cf. II.5.7):

/O‘H\ %5\

: yeees E € (V,[a1,..., an]).

¢(a1)s---s¢(an) =

a
ni nn

Volgens III.2.14 is det(A) = O dan en slechts dan als [¢(a1),..., ¢(an)]
een lineair afhankelijk stelsel van V is. Equivalent hiermee is: det(A) # O
dan en slechts dan als [¢(a1),..., ¢(an)] een lineair onafhankelijk stelsel
is van V.

(i) Stel eerst dat ¢ surjectief is. Dan is Im(¢) = V. Volgens II.4.20 is
[¢(a1),..., ¢(an)] een stelsel voortbrengenden van Im(¢), en in dit geval
dus van V. Volgens II.3.19 is dit n-tupel dan een basis van V en dus een
lineair onafhankelijk stelsel, zodat det(A) # O.

(ii) Is det(A) # 0, dan is [¢(a1),..., ¢(an)] een lineair onafhankelijk stel-
sel dat bovendien Im(¢) voortbrengt. Dus is dit n-tupel een basis van Im(¢),
zodat Im(¢) een lineaire deelruimte van V is met dimensie n. Volgens II.3.11
is dan Im(¢) = V, zodat ¢ surjectief is.

Hiermee is de opmerking bewezen. []

III.2.16 Lemma: Is V een F-vectorruimte en zijn ¢ : V>V en ¢ : V > V twee

endomorphismen van V, dan is, als ¢ o § : V > V surjectief

is, ook Y surjectief.

Bewijs: We hebben de situatie

¢ v
V+V >V .
~—_ "

Voo
We moeten bewijzen dat er bij elke vector v € V een vector w € V bestaat zo-

dat P(w) = v. Welnu, kies een vector v € V. Omdat y o ¢ surjectief is,

bestaat er een u € V met (P o ¢)(u) = v. Noteer nu: w = ¢(u). Dan geldt:
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Y(w) = Y(o(w)) = (Y ° ¢)(u) = v,
zodat het lemma geldt. [

IIT.2.17 Gevolg: Als A en B twee (n X n)-matrices uit F zijn en als
det(A) = 0, dan is ook det(AB) = 0.

Bewijs: Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V met basis [a1,..., an]. Als

¢ :V>Veny :V~>Vde lineaire endomorphismen van V zijn, gegeven door:

- A .
(V,[a1,..., an]) = (V,[a1,..., an]),

<
|

_ B
(V,[a1,..., an]) > (V,[a1,..., an]),

©-
I

dan wordt Y o ¢ : V + V gegeven door:

o

Ve d=(Vlap,., o)) B (vyla,..0, 8 ])

(ef. II.5.25). Als det(A) = 0, dan is volgens III.2.15 Y niet surjectief.
Stel nu: det(AB) # 0. Dan is -weer volgens II1.2.15- Y © ¢ surjectief.
Volgens III.2.16 is dan Y surjectief; tegenspraak. Dus leidt de veronderstel—
ling dat det(AB) # O tot een tegenspraak. Derhalve is det(AB) = 0. [J

ITI.2.18 Propositie: Zij V een n-dimensionale F-vectorruimte met basis

[31,..., an]. Zij ¥ : V > V een surjectief lineair endo-

morphisme van V. Zij

n

d: V' >F

de antisymmetrische n-lineaire functie op V, bepaald

door d[a1,..., anJ = 1. Dan geldt voor ieder n-tupel

[v,seee, v_1 uit Vv:
1 n- —

ATP(v,)sn s W(v))]
al¥(a,),..., ¥(a )]

= d[v1,..., vn]. (%)

Bewijs: Y is surjectief; dus, omdat [¢(a1),..., w(an)] Im(Y) opspant en

Im(p) =V, is [w(a1),..., w(an)J een stelsel voortbrengenden van V en der-
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halve wegens II1.3.19 een basis van V. Dit n-tupel is dus een lineair onaf-
hankelijk stelsel zodat volgens III.1.10 d[w(a1),..., w(an)] # 0. De uitdruk-
king (*) is dus gedefinieerd.

Definieer de afbeelding
> F
die aan ieder n-tupel [w1,..., Wn] uit V toevoegt het beeld

aly(w)senns v )]
¢[w1,..., wn] = o .
aly(ay),..., Wa )l

De lezer verifiére dat -omdat d een antisymmetrische n-lineaire functie is

op V- ook ¢ een antisymmetrische n-lineaire functie is op V. Omdat bovendien

aly(a,), ..., W(a )]
Olajse.., ] = 1 n 1

B ary(a)seees Wa )1

volgt met stelling III.2.1 dat ¢ = d. In het bijzonder is dan

d[¢(v1),..., w(vn)]
d[W(a1),-.., w(an)]

= ¢[v1,..., vn] = d[v1,..., vh],

hetgeen bewezen moest worden.

III.2.19 Opmerking: Is V een F-vectorruimte met basis [a1,..., an], en is

¢ : V>V een F-lineair endomorphisme van V gegeven door

de (n x n)-matrix A uit F volgens

¢ = (V,[a1,..., an]) 4 (V,[a1,..., an])

dan is, als d de antisymmetrische n-lineaire functie is

op V met d[a1,..., an] =1,

alé(a,)s..., ¢(an)] = det(A).

Bewijs: Ga na! (Vgl. het bewijs van III.2.1.) [
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II1.2.20 Stelling: Als A en B twee (n X n)-matrices uit F zijn, dan is

det(AB) = det(A)-det(B).

Bewijs: Is det(A) = 0, dan is volgens III.2.17 ook det(AB) = O en volgt de
stelling.

Stel nu det(A) # 0. Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V met basis
[a1,..., an]. Laten ¢ en Y de F-lineaire endomorphismen van V zijn, gegeven

door:

©
1

= (V,lagseees 8.0) 2 (V,[ap,..0, 2 1)
V= (Vlageen, &) 2 (V,0a,., o ).
Dan is
¢ o = (V,[a1,..., an]) AR (V,[a1,..., an]).

Als d de antisymmetrische n-lineaire functie op V is met d[a1,..., an] =1,

dan geldt volgens III.2.19:
det(A) = d[¢(a1),..., ¢(an)] 3 det(B) = d[W(a1),..., w(an)];
det(AB) = d[¢(¢(a1)),..., ¢(¢(an))].

Omdat det(A) # 0, is ¢ surjectief, zodat uit III.2.18 (met ¢ in plaats van ¥
en [w(a1),..., W(ah)] in plaats van [vyseees vn]) volgt:

det(AB) d[¢(w(a1)),..-, ¢(w(an))3

det(4) d[cb(a]),..., ¢(an)]

d[¢(a1),..., w(an)] = det(B),
zodat de stelling volgt. I

ITI.2.21 Opmerking: Als A en B twee (n X n)-matrices zijn, dan is in het
algemeen AB niet gelijk aan BA. Wel geldt volgens de

vorige stelling:
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det(AB) = det(A)-det(B) = det(B).det(A) = det(BA).

§III.3. Automorphismen en basistransformaties

IT1I.3.1 Een F-lineair endomorphisme ¢ : V > V van een F-vectorruimte V hebben

we een F-lineair automorphisme van V genoemd als ¢ een isomorphisme is, of,

wat volgens I.1.33 op hetzelfde neerkomt, als ¢ bijectief (= surjectief é&n
injectief) is.

Volgens II.L.2T7 is ¢ bijectief als ¢ injectief is, en volgens II.L.28
is ¢ bijectief als ¢ surjectief is. Bovendien weten we dat ¢ injectief is
dan en slechts dan als Ker(¢) = {0} (cf. II.L.23) en dat ¢ surjectief is
dan en slechts dan als Im(¢) = V.

Samenvattend:

III.3.2 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte en ¢ : V > V een F-lineair endo-

morphisme van V. Dan geldt:

(1) ¢ is een F-lineair automorphisme van V dan en

slechts dan als ¢ injectief is.

(ii) ¢ is een F-lineair automorphisme van V dan en

slechts dan als ¢ surjectief is.

(iii) ¢ is een F-lineair automorphisme van V dan en

slechts dan als Ker(¢) = {0}.

(iv) ¢ is een F-lineair automorphisme van V dan en

slechts dan als Im(¢) = V.

(v) ¢ is een F-lineair automorphisme van V dan en

slechts dan als er een F-lineair endomorphisme
4)—1 : V>V bestaat met ¢ o ¢-1 = id; en

-1 .

¢ o ¢ =1idy.

III.3.3 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte met basis [a1,..., a.n]. Zij ¢
een F-lineair endomorphisme van V en A een (n X n)-matrix

uit F zodat

¢ = (V,[a1,..., an]) 4 (V,[a.1,..., an]).

Dan is ¢ een F-lineair automorphisme van V dan en slechts

dan als det(A) # O.
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Bewijs: Volgens III.3.2 is ¢ een F-lineair automorphisme van V dan en

slechts dan als ¢ surjectief is, en volgens III.2.15 is ¢ surjectief dan en
slechts dan als det(A) # 0. []

III.3.4 Definitie:

III.3.5 Opmerking:

Zij A een (n x n)-matrix uit F. Een (n x n)-matrix B heet

een inverse matrix van A als B voldoet aan:

AB =1 én BA =1 .
n n

Is Aeen (n X n)-matrix uit F en is B een inverse matrix

van A, dan is A een inverse matrix van B.

Bewijs: Dit volgt direkt uit definitie III.3.L4. I

III.3.6 Voorbeeld:

De (3 x 3)-matrix

uit R heeft als inverse matrix de matrix

1
Wl = W= wIN
]

wWIN Wl—= Wi —
WIN Wl — WIN

(ga na!). Daarentegen heeft de (2 x 2)-matrix

geen inverse, want als

een inverse van deze matrix zou zijn, dan moest in ieder geval gelden:
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s e M R N R

zodat onder meer zou volgen: a = 1 en 2a = 0 en dit kan niet.

III.3.7 Opmerking: Een (n X n)-matrix A uit F heeft hoogstens &&n inverse.

q en B2 zijn beide inverse matrices van A. Dan geldt:

AB1 = A32 = B1A = B2A = In. We moeten bewijzen dat hierult volgt: B1 = B2.

Welnu, met behulp van II.5.30 volgt:

Bewijs: Stel, B

B, =I1B, = (BzA)B1 = B2(AB1) =B

1 In =B

2 2

(ef. ook II.5.26).

III.3.8 Notatie: Als een (n X n)-matrix A een inverse heeft, dan geven we

deze aan met

A,

III.3.9 Opmerking: Als A een (n x n)-matrix uit F is, die een inverse heeft,

dan is
a H=a.
Bewijs: Dit volgt rechtstreeks uit III.3.5. []

IIT.3.10 Opmerking: Een (n X n)-matrix A heeft een inverse dan en slechts
dan als det(A) # O.

Bewijs: (i) Stel eerst dat A een inverse heeft. Dan geldt:
det(A)det(a™") = det(an") = det(I ) =1,

zodat det(A) # O moet zijn.
(ii) Neem nu aan dat det(A) # 0. Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V

met basis [a .y an]. 7Zij ¢ het F-lineaire endomorphisme van V, gegeven

TIX
door:
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= 4
¢ = (V,[a1,..., an]) (V,[a1,..., a.n]).

Volgens III.3.3 is ¢ dan een F-lineair automorphisme van V, zodat er volgens
III.3.2 (v) een invers F-lineair endomorphisme ¢-1 van ¢ bestaat. Zij B de

(n *x n)-matrix, gegeven door:

-1

$7 = (Va2 1) B (Vilag,en., a 1),
Dan is:
ia, =¢ o ¢ = (V,la,..., a 1) 2B (V,la,..., a 1)
dV 1 n 1 n
iay =67 0 ¢ = (V,lay,enny 2 )) B (V,La,..., 8 D).
Ook geldt::

I
id.V = (V,[a_l,..., a.n]) 5 (V,[a1,..., an]).

Lettend op II.5.6 volgt hieruit: AB = BA = I, zodat B = A"". Dus A heeft

een inverse. []

III.3.11 Terminologie: Een vierkante matrix A uit F heet regulier als
det(A) # 0.
De reguliere matrices zijn dus die vierkante matrices

uit F die een inverse hebben.

III.3.12 Opmerking: Als A en B reguliere (n X n)-matrices uit F zijn dan
zijn ook de matrices AT en AB regulier en er geldt:

(a0~ = (a~1)T . (aB)~' = BTa,

Bewijs: det(A) # 0 # det(B), dus det(AT) = det(A) # O en det(AB) =
= det(A)+det(B) # 0, zodat AT en AB regulier zijn. Wegens

“NTo . T - open=NT = T _ o .
(A7 )7 =a" = (A°A™) I, =1
AT,(A-1)T - (A-1,A)T . ,
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is (A-1)T de inverse van A~ : (A

(="' ") (aB) = 872" a)B = B'1(1nB) =3 'B=1;

(aB)(3~"'a™") = a(B™)a™!

JA

"
k=3
&
™
"
2
]
—
L

1,-1

is BT 'A”' de inverse van AB : (A:B)-1 =g A", 0O

III.3.13 Opmerking: Zijn A en B twee (n X n)-matrices uit F zodat AB = I »

n
dan zijn A en B regulier en geldt: A =3 en B~ = a.

Bewijs: Wegens det(A).-det(B) = det(AB) = det(In) = 1 is det(A) # O en

det(B) # 0, zodat A en B reguliere matrices zijn. Dus hebben A en B inversen

A™" en B7'. We weten al dat geldt:

AB =1 . (*)

Ook vinden we:

BA = I (BA) = (a~'a)(BA) = A”"(AB)A = A_1(InA) =
=a'a=1. (%x)
n
Uit (*) en (**) volgt dat B de inverse is van A : B = A-1. Dan is ook A de

inverse van B (ef. III.3.5): A = 3. 0

We gaan nu de volgende vraag beantwoorden: Gegeven een reguliere
(n x n)-matrix A; bepaal de inverse matrix A", De te volgen methode hiertoe
lichten we eerst toe aan de hand van een voorbeeld, en zullen die daarna

algemeen bewijzen.

III.3.1h4 Voorbeeld: Gegeven zij de (3 x 3)-matrix

b=
1]
- O
- N
—_

Ga na dat det(A) = 3 # 0, zodat A regulier is en inderdaad een inverse heeft.
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Beschouw nu het paar matrices:

iy
-
—_

We gaan nu =-door rijen van A een aantal keren bij andere rijen op te
tellen; door rijen van A te verwisselen; door rijen van A met een getal te

vermenigvuldigen— A overvoerer in de eenheidsmatrix I_. Tegelijkertijd pas~

3
sen we op 13 dezelfde handelingen toe.
Trek in beide matrices de 1° rij van de 3¢ rij af. We krijgen de

matrices:

1. 2 0 1. 0 o0
0o 2 1 ; o 1 of.
0o -1 1 -1 0 1

Tel in beide matrices de 2° rij } keer op bij de 3% rij:

1 2 0 1 0 0
0o 2 1 ; o 1 ol.
3 1
0 0 5 -1 5 1
Trek in beide matrices de 3% rij % keer af van de 2% rij:
1 2 0 1 0 0
2 2 2
o 2ol § 53
0 0 = 1
3 -1 1
Trek in beide matrices. de 2° rij af van de 1€ rij:
12 2
1 0 0\ 3 3 3
2 2 2
023) ’ 30373
0 0 3 1
2 -1z

Deel de 2° (resp. de 3°) rij door 2 (resp.

nIw
~
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12 2

1 0 O 3 73 3

- S L
13-0 1 0 ; B=|3 3 -3|-

o 0 1 2 1 2

3 3 3

We hebben nu A op vooromschreven wijze overgevoerd in 13. I3 is door toepas-
sing van dezelfde handelingen overgevoerd in B. De lezer controlere dat de

matrix B de inverse is van A.

We willen nu bewijzen dat de in voorgaand voorbeeld geschetste methode
om de inverse van een reguliere matrix te berekenen in het algemeen opgaat.

Hiertoe dienen we twee beweringen te controleren, t.w.:

(i) Dat iedere reguliere matrix A is over te voeren in de eenheidsmatrix
door het achtereenvolgens uitvoeren van handelingen van de volgende
typen: het A (e F) keer optellen van een rij bij een andere rij; het
vermenigvuldigen van een rij met A (# 0); het verwisselen van twee
rijen.

(ii) Dat als we dezelfde handelingen in dezelfde volgorde toepassen op de

rijen van de eenheidsmatrix, deze overgaat in de inverse matrix van A.

III.3.15 Terminologie: Als we in een (m x n)-matrix A uit F

(i) hetzij twee rijen (resp. kolommen) van plaats verwisselen;

(ii) hetzij een rij (resp. kolom) met een getal A # O uit F vermenigvuldigen;

(iii) hetzij een rij (resp. kolom) A (e F) keer optellen bij een andere rij
(resp. kolom);

dan zeggen we dat we een lineaire handeling hebben toegepast op de rijen

(resp. kolommen) van A.

IIT.3.16 Opmerking: Een reguliere (n X n)-matrix A uit F is door herhaald

toepassen van lineaire handelingen op de rijen over te

voeren in de eenheidsmatrix In'

Bewijs: (Met volledige inductie naar n).

(i) 2ij n = 1. Kies een reguliere (1 x 1)-matrix, zeg:
A= ().

A is regulier, dus det(A) = A # 0. Deel de 1€ rij van A door A, en A gaat

over in I1 =(1).
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(ii) Neem nu aan dat iedere (n-1) X (n-1)-matrix uit F door herhaald toepas-
sen van lineaire handelingen op de rijen is over te voeren in In 1 mits die

matrix regulier is. Kies een (n X n)-matrix

uit F die regulier is.

Als voor elke i € {1,..., n} geldt dat Ai1 = 0, dan zou de eerste kolom
van A geheel uit nullen bestaan, zodat det(A) = 0 zou zijn; in tegenspraak
met de regulariteit van A. Door eventueel de 1° rij van A te verwisselen met
een andere rij (een lineaire handeling op de rijen!) mogen we aannemen dat

A11 # 0. Deel mu de 1° rij door A11. We krijgen een matrix van de vorm

Hig oo Wy

nl unn

waarvoor geldt: det(A1) = X;ldet(A) # 0. Dus A, is nog steeds regulier.
Telkens als “11 # 0 trekken we de 1° rij Uiy keer af van de it rij. Ook dit

zijn lineaire handelingen op rijen. We krijgen een matrix van de vorm

LT PRI P

waarvan de determinant gelijk is aan det(A1). Dus A2 is regulier. Ontwikkelen

naar de eerste kolom van det(Ae) geeft:
0 # det(A2) = det(B),

zodat de ((n-1) X (n-1))-matrix B regulier is.
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Volgens de inductie-aanname is B door herhaald toepassen van lineaire

handelingen op rijen over te voeren in In Hieruit volgt dat A, door her-

-1
haald toepassen van lineaire handelingen op de 2% tot en met de n€ rij is

VoM, eee My
0
i

over te voeren in de matrix

Trek nu de 2° rij Wy keer af van de 1° rij; de 3¢ rij u13 keer af van de 1°

rij, enz., enz. We krijgen dan de matrix

zodat de opmerking bewezen is. []

We herformuleren nu met behulp van de in III.3.15 ingevoerde terminolo-

gie de opmerkingen II.5.17, II.5.18, II.5.19 in een speciaal geval:

III.3.17 Opmerking: Is V een F-vectorruimte met basis [a1,..., an] en is A

een (n X n)-matrix uit F, terwijl ¢ het F-lineaire endo-

morphisme is van V dat gegeven wordt door

_ A
¢ = (V,[a1,..., an]) > (V,[a1,..., an]).

Is A' een matrix die uit A ontstaat door toepassing van

een lineaire handeling op de rijen van A, dan is er een

basis [b1,..., bn] van V, uitsluitend bepaald door de

aard van deze lineaire handeling op de rijen, zodat

6= (V,layons 80) B (V,00,,.00, b D).

Bewijs: Ga na![]
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IIT.3.18 Gevolg: (Bepaling van de inverse matrix) Zij A een reguliere

(n x n)-matrix uit F. Voer, door herhaald toepassen van

lineaire handelingen op de rijen, A over in In. Laat In’

door toepassing van deze lineaire handelingen op de rijen

in dezelfde volgorde, overgaan in de matrix B. Dan is

B=a"",

Bewijs: Zij ¢ het F-lineaire endomorphisme van een n-dimensionale F-vector-

ruimte V met basis [a1,..., an] dat gegeven wordt door

0 = (Vylaseon, 8. 1) 3 (Volap, 00, 2 D). (%)
Voorts is
I
ia, = (V,lapseoos 8.1) =3 (V,lag,.., 8 D). (%)

Herhaald toepassen van III.3.17 levert ons een basis [b1,..., bn] van V,

zodat
I
¢ = (V,lay,..oy 2 d) 3 (V,[by5eeey B1) (%% )
en
id, = (V,lap,..., & 1) 2 (v, .0, v 1). oD

Uit (%) en (*x**) volgt:
. BA

¢ =idy o ¢ = (V,la,...s 8 1) = (V,[b 5,00, b D).

Uit (*%) en (#**) volgt:
In'I

¢ =¢ °id; = (V,la ..., 1) 2.1 (V,Ib5eees b 1),

zodat, gelet op II.5.6, geldt:
BA=1I°I =1.
n n

Volgens III.3.13 is dan B = A™ '.

Geheel analoog geldt:
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IIT.3.19 Opmerking: Zij A een reguliere (n X n)-matrix uit F. Voer, door her-

haald toepassen van lineaire handelingen op de kolommen,

A over in I,. Laat In’ door toepassing van deze lineaire

handelingen op de kolommen in dezelfde volgorde, overgaan

in de matrix B. Dan is B = I

Bewijs: A gaat over, door lineaire handelingen op de kolommen, in In en I,

middels dezelfde lineaire handelingen op de kolommen, in B. Dan gaat A~ door

toepassing van overeenkomstige lineaire handelingen op de rijen over in

IE =1 en IE =1 in BT. Volgens III.3.18 is dan BT = (AT)_1. Dus:

B

DT = (aH™HT = (@ HHT = a7,
waarmee de opmerking bewezen is. []

We hebben in de opmerkingen II1I1.3.18 en III.3.19 methoden gegeven om,
lineaire handelingen uitvoerend op rijen, resp. kolommen, de inverse van een
reguliere matrix uit te rekenen. Men zij gewaarschuwd dat men beide methoden
niet dooréén mengt, zoals het volgende voorbeeld illustreert.

Beschouw het paar

Trek de eerste rij % keer van de 2° rij af:

Nl —
[\V]

Trek de eerste kolom % keer van de 2e kolom af:

o \V]
I- O
-
e
T
= -
]
1 oL —
—

11
10 1
( ) ; ( . H) #A
0o 1 -1 g
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IIT.3.20 Opmerking: Voor een reguliere (n x n)-matrix A uit F geldt:

det(a™") = det(a)~".
Bewijs: det(A)odet(A-1) = det(AA—1) = det(In) =1.0

In het hierna volgende gedeelte van deze paragraaf zullen we spreken
over "basis-transformaties". Hierbij behandelen we de volgende twee vragen:
(i) We hebben gezien dat, als we in een F-vectorruimte V een basis
[a1,..., an] vast gekozen hebben, we de vectoren v € V kunnen beschrijven

ten opzichte van deze basis volgens

v = E € (V,[a1,..., an]), (*)

wat betekent: v = k1a1 + ...t Anan' Hadden we een andere basis van V gekozen,
dan hadden we een andere, analoge schrijfwijze voor v gevonden. De eerste
vraag is nu: geef een vector v € V door (*). Laat een tweede basis

(os.es bn] van V gegeven zijn. Bepaal dan Hiseoes W) in

H

v = 5 € (V,[b1,..., bn])-

n

(ii) Kies twee F-vectorruimten V en W met bases [a .sa lenlc,y.ee., c_J.
n 1 m

120
Zij ¢ : V > W een F-lineaire afbeelding en A een (m X n)-matrix uit F zodat

geldt:
_ A
¢ = (V,[a1,..., an]) > (W,[c1,..., cm]).

Kies nu twee andere bases [a;,..., aé], [c;,..., ci] van V, resp. W. De

tweede vraag luidt: bepaal de (m x n)-matrix A' zodat geldt:

¢ = (Vylal,..., a]) &5 (W,Cel,. ., o).
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We zullen beide vragen hierna beantwoorden.

III.3.21 Opmerking: Zijn [a1,..., an] en [b1,..., bn] twee bases van een F-

vectorruimte V, is ¢ een F-lineair endomorphisme van V

en is A een (n X n)-matrix uit F zodat

_ A
¢ = (V,[a1,..., an]) > (V,[b1,..., bn]),

dan is ¢ een F-lineair automorphisme van V dan en

slechts dan als A regulier is.

Bewijs: (i) Stel eerst dat ¢ een F-lineair automorphisme is van V. Dan is er
het inverse endomorphisme ¢-1 van ¢. Zij B de (n x n)-matrix uit F, gegeven

door:

-1 _ g
¢ = (V,[b1,..., bn]) (V,[a1,..., an]).

Dan is volgens II.5.25

1o = (V,la,senns a 1) B4 (Volajs-ens a,).

idv =¢
Ook is direkt duidelijk dat geldt:
I

ia, = (Vylagseees a]) = (Vlag,..n, 2 1),

zodat (cf, I1.5.6) geldt: BA = I . Dus is det(B)*det(A) = det(BA) = 1, zodat
det(A) # 0 is. A is derhalve regulier. (Merk op dat B = A volgens IIT.3.13.)
(ii) Neem nu aan dat A regulier is: det(A) # 0. Volgens III.3.10 heeft A de
inverse matrix A-1. 7Zij ¥ het F-lineaire endomorphisme van V, gegeven door:

-1
A
Y = (V,[b1}..., bn]) = (V,[a1,..., an]).

Dan geldt volgens II.5.25, wegens mt=aTa=1

I

Yo = (V,[a1,..., an]) = (V,[a1,..., an]) = idy;
In o

¢ oY = (V,[b1,..., bn]) — (V,[b1,..., bn]) = idy,
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zodat Y het inverse endomorphisme van ¢ is, en zodat ¢ derhalve een F-line-
air automorphisme is van V.

Hiermee is de opmerking bewezen. []

Uit het bewijs van de voorgaande opmerking volgt direkt:

IIT.3.22 Opmerking: Is V een F-vectorruimte met bases [a1,..., an] en

[b1,..., bn] en is ¢ een F-lineair automorphisme van V

met
= A
¢ = (v,[a1,..., an]) (V,[b1,..., bn]),

dan heeft de (n X n)-matrix A uit F een inverse en er

geldt:

-1

L (V,[by,uens b 1) A (V,lays...s & 1),

o

Bewijs: Ga na! [J

III.3.23 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte met basis [al,..., an]. Zij
[b1,..., an een n-tupel uit V, gegeven door

X11 /A1n
b, sesb = 5 seees E € (V,[a1,..., an]).
An1 Ann

Dan is [b1""’ bn] een basis van V dan en slechts dan

als de matrix

A .
nl nn

regulier is.

Bewijs: Beschouw het F-lineair endomorphisme ¢ : V - V, gegeven door
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¢(a;) =Dby,..., ¢(a ) = b . Dan is volgens II.5.25
_ s
¢ = (V9[a19"" an]) > (V,[8.1,..., &n])-

Volgens III.3.21 is ¢ een F-lineair automorphisme dan en slechts dan als
S regulier is.

(i) Stel eerst dat [b v bn] = [¢(a1),..., ¢(an)] een basis is van V.

-
Dan is dit n-tupel li;eair onafhankelijk, en, omdat Im(¢$) door dit n-tupel
wordt voortgebracht, is [b1,..., bn] een basis van Im(¢). Dus is dan de
dimensie van Im(¢),n, gelijk aan de dimensie van V. Volgens II.3.11 is dan
Im(¢p) = V zodat ¢ surjectief is. Volgens III.3.2 (ii) is ¢ dan een F-line-
air automorphisme van V, zodat S regulier is.

(ii) Stel nu dat S regulier is. ¢ is dan een F-lineair automorphisme van V
en dus zeker surjectief. Dus Im(¢) = V. Omdat (byseees D1 =

= [¢(a1),..., ¢(an)] Im(¢) voortbrengt is dit n-tupel dan een stelsel voort-
brengenden van V. Omdat de dimensie van V n is, is [b1,..., bn] volgens
IT.3.19 een basis van V.

Hiermee is de opmerking bewezen. []

IIT.3.24 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte met bases [a,,..., a ] en
(Dyseees bn]. Als

A11 X1n
biseesd = E seens E e(V,Fa1,...,an]) ()
A A
nl nn
en
A11 . ATn
S = : . N
A e A
nl nn

dan heeft S een inverse en geldt:

(1) 1a, = (V,[bpseees 0. 1) $ (Vlagn.n, 8 1)

-1
(i1) day = (V,Laqseers 8 1) S (V,00,,.00, b D).
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Bewijs: Volgens III.3.23 is S regulier, en heeft derhalve een inverse. Uit
(*) volgt wegens idv(bi) = b, (i = 1,...,n) direkt dat (i) geldt.
(ii) volgt uit (i) met behulp van III.3.22. I

III.3.25 Opmerking: 2ij V een F-vectorruimte met bases [a1,..., an] en
[b1,..., bn] en zij v € V, zodat

Y1\ P Mn
ACLTPRRUPLIN S I M SRR € (V,[a1,. , an]).
Yn An1 nn

de vector v ten opzichte van de basis [b],..., bn]

gegeven door

Bewijs: Volgens III.3.24 hebben we:

-1
. s
id; = (V,laseey & 1) == (V,lb,,..., b 1)

De opmerking volgt nu direkt uit II.5.32. [1

Merk op dat III.3.25 het antwoord geeft op de eerste vraag, zoals om-

schreven in de opmerkingen, voorafgaande aan III.3.21 (blz.L48).

I1I.3.26 Voorbeeld: Beschouw in R; de bases [e1,e2,e3] en [b1,b2,b3] met
(190;0) H e2= (O$130) B e3= (03091)5
(2,0,1) ;3 1y =(1,0,0) 5 Dby =(0,1,1).

€4

1



Zij voorts v = (2,1,1) € R;. Dan geldt

2\ [2 1 0

v,bysbysby = (1],0]510),]1] € (R§,[e1,e2,e3]).
1/ \1/ ol 1
Als
2 1 o\
s = (o o 1
\1 o 1]
dan is

-1
. _ * S *
1@R§ = (R3,[e1,ee,e3]) — (R3,[b1,b2,b3]).

Ga na dat

0o -1 1
-1 _
s 1 2 -2,
o 1 0
zodat volgt
2 o -1 1\ [2) 0
- a1, - - = *
v=_, 1l=11 2 =2| |1 2] e (R3,[b1,b2,b3]).
1 o 1 ol \1 1

(Inderdaad is 2b, + by = 2(1,0,0) + (0,1,1) = (2,1,1) = v.)

III.3.27 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte, evenals W, met bases

[a1,..., an], resp. [01,..., cm]. Zij ¢ : V> W een
F-lineaire afbeelding en A een (m X n)-matrix uit T,

zodat geldt:

¢ = (V,[a1,..., an]) 4 (w,[c1,..., cm]).

Zijn [a;,..., aé] en [c;,..., c&] bases van V, resp. W

zodat voor j = 1,...,0n3 k= 1,...,m:
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13 1k

aj =1. € (V,[a1,..., an]) 3 ci = E € (W,[c1,..., cm]).

Als we noteren:

11 in 11 * m
5= : ’ T 3
Gn‘] cee Onn ‘Cm1 o e ‘l'mm

dan geldt:
7~ 'as

¢ = (V,la},..., a21) = (W,lei,..0s cpl).
Bewijs: Volgens III.3.24 hebben we:

iqy = (V,[a;,..., aé]) 3 (Vilaqseens an])

en » ,
idw = (W,[c1,..., cm]) I, (W,[c{,..., ci]).

We hebben dan de situatie:
W (v A
Lag,ee., an])'——* (W,[c1,..., cm])
. -1
lldw = TS lT
W (V,[a{,..., aﬂ]) (w,[c;,..., cé]),
zodat volgens II.5.25 geldt:
-1
o =1y ¢ ¢ ° idy = (V,[a],..., all) T A8 (W,lel,eens clD),

waarmee de opmerking bewezen is. [

III.3.28 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte met bases [a;,..., & ] €n
(0y5.00s bn]. Zijn A en B twee (n x n)-matrices uit F
en is ¢ een F-lineair endomorphisme van V zodat geldt:
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©
i

= (V,la,0e0s 8 1) 2 (v,lay,..., 8 )

©
i

= (V,[by5eens b 0) 5 (V,[bysnees B 1) s

dan bestaat er een reguliere (n X n)-matrix S uit F
zodat geldt:

-1

B =5 AS.
Bewijs: Zij
%11 %n
bisenssb = seens 5 € (V,[aI,. .y an])
(o) g
ni nn
en noteer:
011 ese 01n
S =|: .
nt °° onn

We hebben dan, net als in het bewijs van de vorige opmerking, de situatie:

¢
(Vylayseees 8 1) =25 (V,0ap, .0, 8 1)

- i ia, = T s | s

(V,[b1,..., bn]) (V,[b1,..., an),

iy

< —r <

zodat weer volgt (cf. II.5.25):

v -1
¢ =1d, ° ¢ ° iy = (V,[b,.., BT) A8 (v,lb,5.00s b ).

Ook was

B
cb = (Val:b-ls"', bn]) > (V’[b1s-°-, bn])’

zodat volgt:
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1

B = 8™ As,

hetgeen bewezen moest worden. []

III1.3.29 Definitie: Twee (n X n)-matrices A en B heten aequivalent, als er

een reguliere (n X n)-matrix S bestaat zodat

We noteren in dat geval:
A ~ B,

ITI.3.30 Opmerking: Voor (n x n)-matrices A, B en C geldt:

(i) A ~a;
(ii) Als A ~ B, dan is B ~ A;
(iii) Als A~Ben B ~C, dan is A ~ C.

Bewijs (i): Kies S = I,- Dan is A = 8™ 'as.
) 1

Bewijs (ii): We hebben een reguliere matrix S zodat B = S~ AS. Wegens
det(S—1) = ciet(s)-1 is det(S'1) # 0 zodat S™' een reguliere matrix is. Er

geldt:

1 -1

A=TAT = ss™'ass™! = ss™! = (s7H) " 'B(s™"),

zodat B ~ A,

Bewijs (iii): We hebben reguliere matrices S en T zodat geldt:
B=5""AS ; C =1 'BI.

Dan is:

¢ =17 's™'ast = (s7)"'a(ST).

Nu is det(ST) = det(S)«det(T) # 0, zodat ST een reguliere matrix is. Dus

A~cC. 0O

is



We kunnen III.3.28 nu als volgt herformuleren:

IITI.3.31 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte met bases [a,,..., an] en
[b1,. vy bn]. Zij ¢ een F-lineair endomorphisme van V.
Als

©
[}

(V,[a1,..., an]) 4 (V,[a1,..., an])

©-
n

(V,[b1,..., bn]) 3 (V,[b1,..., bn]),
dan is A ~ B.

III.3.32 Opmerking: Voor elk tweetal aequivalente (n X n)-matrices A en B

uit F geldt: det(A) = det(B).

Bewijs: Er is een reguliere (n x n)-matrix S uit F zodat

Dan volgt:

det(B) det(s‘1)~det(A)-det(s)

-1

det(S)” +det(A)edet(S)

det(a). O

III.3.33 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte met basis [a.1,. ves an] en zij

¢ een F-lineair endomorphisme van V, terwijl A een
(n x n)-matrix uit F is, zodat

¢ = (V,[a1,..., an]) 4 (V,[a1,..., an]).

Zij B een met A aequivalente (n X n)-matrix uit F. Dan

is er een basis [b1,..., bn] van V zodat
_ B
¢ = (V,[b 5.0, bn]) > (V,Eb1,..., an).

Bewijs: Er is een reguliere (n x n)-matrix S uit F zodat

5T
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B=5 'As
Zij
011 **+ O4n
S =1. IS
Op1 *** %

11 n

LITSPRN T S R TERP e(V,[a.1,...,a.n]).

nl cnn

Omdat S regulier is, is [b,,..., bn] een basis van V (cf. III.3.23). Nu
volgt onmiddellijk uit III.3.27, dat

©-
]

-1

s -
(V, [bysenes b 1) S A% (v, [byseses b 1) =
_ B
= (v, [b1,..., bn]) — (v, [b1,..., bn]),

zodat de opmerking bewezen is. []

(%)



59

IV. Lineaire stelsels vergelijkingen

§IV.1. De rang van een matrix

IV.1.1 Notatie: We noteren

n n,l n 1,n
(cf. II.1.24).
IV.1.2 Definitie: Zij
%9 v %p
A= .
a cee O
ml mn

%91 n
(N A ]
0‘m1 0"mn

uit Fm heet de kolommen-rang van A. De rang van het m-tupel

[(a11,..., a1n),..., (um1,..., amn)]

uit F; heet de rijen-rang van A.

IV.1.3 Voorbeeld: Beschouw de (U4 x 3)-matrix

13 1
a=l2 2 -2
o 8 8
bo1o-7

uit R. Nu is de tweede vector uit het 3-tupel
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= O M
-

uit Rh wegens

@ N ow
[}
n

= O NN =

een lineaire combinatie van de overige twee vectoren. Volgens II.3.26 is de

rang van dit 3-tupel gelijk aan de rang van het 2-tupel

= O
-
(o]
—

uit Rh' Omdat dit 2-tupel een lineair onafhankelijk stelsel is van Rh’ is
volgens II.3.16 de rang van dit 2-tupel 2. Dus is de kolommen-rang van A
gelijk aan 2.

Beschouw nu het L-tupel

[(133,1), (2323'2)3 (0$838), ()4'913-7)]

uit R;. Wegens
(b,1,-7) = 2(1,3,1) + (2,2,-2) - g(o,B,S)

is volgens II.3.26 de rang van dit W-tupel gelijk aan de rang van

£(1,3,1), (2,2,-2), (0,8,8)1,

en de rang van dit 3-tupel is -weer volgens II.3.26~ wegens

(0,8,8) = 4(1,3,1) - 2(2,2,-2)
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gelijk aan de rang van
[(1a3,1)3 (292:-2)]-

Omdat dit een lineair onafhankelijk stelsel is van R;, is deze rang 2. Dus
de rijen-rang van A is ook 2.

Merk op dat in dit voorbeeld rijen-rang en kolommen-rang van A gelijk
zijn. We zullen in deze paragraaf laten zien dat dit voor iedere matrix

waar is.

IV.1.4 Opmerking: Zijn V en W twee F-vectorruimten en is ¢ : V > W een

F-lineaire afbeelding, dan geldt voor ieder m-tupel

[v1,..., vm] uit V:
rang[¢(v1),..., ¢(vm)] < ranglv,,..., vm].

Bewijs: Zij k de rang van [¢(v1),..., ¢(vm)]. Volgens II.3.17 kunnen we dan
k vectoren ¢(vi Yaeues ¢>(vi ) uit dit m-tupel kiezen, zodat het k-tupel
[¢(vi1)""’ ¢(vik)] een lineair onafhankelijk stelsel is van W. Dan is

[vi1,..., vik] een lineair onafhankelijk stelsel van V, want als

A1vi1 + ... F Akvik =0 (k1,..., A € F),
dan is
X1¢(vi1) + ... + lk¢(vik) = ¢()\1vi1 + ...+ lkvik) =
= ¢(0) =0,
zodat A1 = ... = Xk = 0. Is V1 de lineaire deelruimte van V, opgespannen

door [v1,..., vm], dan is I:v:.L seves Vo ] een lineair onafhankelijk stelsel

van V,, zodat k < dim(V1) = ranglv,,..., vm] (ef, II.2.40). 0O

IV.1.5 Gevolg: Zijn V en W twee F-vectorruimten en is ¢ : V > W een F-line-

air isomorphisme, dan geldt voor ieder m-tupel [v1,..., vm]

uit V:

rang[¢(v1),..., ¢(Vm)] = rang[v1,..., vm].
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Bewijs: Zij q>'1 : WV de inverse (F-lineaire) afbeelding van ¢. Dan volgt
uit IV.1.k:

rang[¢(v1),..., ¢(vm)] < ranglv ,..., v_] (*)
en ook, wegens ¢”' © ¢ = id,,
ranglv.,..., v 1 = r;ng[¢'1<¢<v1>),..., o™ (v, )1 =
< ranglo(v,),. .0, 6(v )1, (x%)

Uit (*) en (**) volgt dan de bewering. []

IV.1.6 Opmerking: Zijn V en W twee F-vectorruimten met bases [a1,. ves an],

resp. [b1,... R bm], is ¢ : V > W een F-lineaire afbeelding

en is A een (m X n)-matrix uit F zodat

= 4
¢—(V,[a1,..., an]) (W,[b1,...,bm]),

dan is de kolommen-rang van A gelijk aan de dimensie van

In(¢).

Bewijs: Beschouw de basis [e1,. ve em] van Fm, gegeven door:

1 0 0

0 1 .
€15€5500058) = < s O Jseuny ,

. . 0

0 0 1

en voorts de F-lineaire afbeelding 60 T W Fm, gegeven door 9(b1) =

I PPRRR e(bm) = e;. Dan is:
In
6 = (w,[b1,..., bm]) — (Fm,[e1,..., em]).
Ock hebben we een F-lineaire afbeelding 6' : Fm -+ W, gegeven door:

I
' = i
6 —(Fm,[e1,...,em]) (W[b1,...,bm]).
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Wegens ImIm = Im volgt uit II.5.25:

I
= o Nl sa L
6 o 0' = (Fm,[e1,..., em]) — (Fm,[e1,..., emJ) = 1qu,
- Im
' o 6 = (W,[b1,..., bm_l) — (W,[b1,..., bm]) = idy,

zodat 0 een F-lineair isomorphisme is.

We hebben nu de volgende situatie:

A
W (V,[a1,..., an]) — (W,[b1,..., bm])
o = }
F

CFm,[e1,..., em])-

Im(¢) is de lineaire deelruimte van W, opgespannen door [¢(a1),..., ¢(an)]:

dus:
digF(Im(¢)) = rang[¢(a1),..., ¢(an)J.

Omdat 6 een isomorphisme is, is rang[¢(a1),..., ¢(an)] =
= ran8[6(¢(a1)),..., e(¢(an))] (ef. IV.1.5), zodat we vinden:

din(Im(¢)) = rang[6(¢(a1)),..., 9(¢(an))]. ()
Zij nu
Ogqg oer %4y
A= :
%1 ot %

Dan geldt voor k = 1,..., n:

¢(ak) = 5 € (W,[b1,..., bm])

en -volgens II.5.32- volgt hieruit voor k = 1,..., n:
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%1 %
6(¢(ak)) =1Ip: E = ; € (Fm,[e1,..., em]).
%k %k

Dus geldt voor elke k € {1,..., n}:

6(¢(ak)) =ape t .. ta e =
% 0 0 %1k
%ok
= : + O + ...+ . = .
* * 0 .
0 0 amk amk
Uit (*) verkrijgen we dan:
e 1\ %1n
diﬁF(Im(¢)) = rangl| . seess |+ |1 = kolommen-rang (A),
a o
m1 mn

waarmee de opmerking bewezen is. []

IV.1.7 Notatie: De rijen-rang en kolommen-rang van een matrix A zullen we

ook aangeven met respectievelijk
r.r(A) 3 k.r(a).

Iv.1.8 Opmerking: Voor elke matrix A uit F geldt:

r.r(A) = k.r(AT) 3y k.r(a) = r.r(AT).

Bewijs: Zij
1 ]
%99 err %p %1 - m
A= 5 AT = . .
[} ves O a' .oal
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. . . . * .
(Dus: aij = aji; i=1,...,m3 J=1,..., n.) Kies in Fn enIFn de respectie-
velijke bases [f1,..., fn] en [e1,..., en] gegeven door:

S SRR (150,.0450), (0,1,0500450)540.y (0y...,0,1)3
1 0 0
AN
€., 50058 = | o |, ‘ 0 { : \.
1?72 n

’”.’\..

: : \ 0
0 0 1

Zij o : F; e—Fn de afbeelding, gegeven door:

A

Het is direkt te controleren dat 0 een F-lineaire afbeelding is, terwijl

wvegens 6(f1) = e, ye0ey G(fn) = e geldt:

1

I

* n
8 = (5,02 ,0n.s £,1) B (F ,le;,..ns D).

1oee
Ook nu hebben we de F-lineaire afbeelding 0' : Fn e-F;, gegeven door:

I
! = n *
8" = (F ,le ..., e 1) = (F ,[f ..., £ 1).

Net als in het bewijs van IV.1.6 ziet men dat

o0 =i ; 8' o 0 = id x,
iap %

zodat 6 een F-lineair isomorphisme is. Met behulp van IV.1.5 volgt nu:

r.r(A)

rang[(a11,..., a1n),..., (am1,..., amn)] =

rang[e(a11,..., o, Yaeons e(am1,..., amn)] =

n
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1 1
11 %1 %91 *Im
= rangl|. seees | o ] = rangl] © R ] =
o o, o' o'
n mn ni nm

k.r(aT).

Dus is r.r(A) = k.r(AT) voor iedere matrix A uit F. In het bijzonder geldt

dit voor AT:

r.r(AT) = k.r(AT)T = k.r(A).
Hiermee is ook de tweede bewering bewezen. []

IV.1.9 Opmerking: Zij A een matrix uit F. 2ij A' (resp. A") de matrix, ver-

kregen uit A door toepassing van een lineaire handeling

op de rijen (resp. kolommen) van A. Dan geldt:

r.r(A) = r.r(A')

r.r(A");

k.r(A) = k.r(A') = k.r(A").

Bewijs: Kies een tweetal F-vectorruimten V,W met respectievelijke bases
[a1,.

voldoet aan:

N an], [b1,..., bm] alsmede de F-lineaire afbeelding ¢ : V - W die

¢ = (V,[a1,..., an]) 4 (W,[b1,..., bm]).

Volgens II.5.17, II.5.18 en II.5.19 kunnen we een nieuwe basis [b%,..., bé]

van W kiezen zodat:

= Al
¢ = (V,la;,..., an]) = (W,[b],..., b}

1),
terwijl er volgens II.5.16 een basis [a%,..., aﬁ] van V te vinden is met:
n

6 = (V,[al,..., &']) A (W,00,ens b D).

Volgens IV.1.6 geldt nu:
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k.r(A) = digF(Im(¢)) s k.r(A') = din(Im(¢)) 5
k.r(A") = aing(In(e)),

zodat k.r(A) = k.r(A') = k.r(A"). Het voorgaande toepassend op de matrix AT

in plaats van A (vgl. II.5.14), verkrijgen we:
kr(a)) = kr(an)T = k.r(amT.

Met IV.1.8 heeft dit tot gevolg: r.r(A) = r.r(A') = r.r(A"), zodat de opmer-

king bewezen is. [

IV.1.10 Opmerking: Is A een (m x n)-matrix wit F en is B een (m x 1)-matrix

uit F zodat geldt (1 < n):

(dus de (1+1)€ tot en met de n® kolom van A bestasn uit

louter nullen), dan geldt:

r.r(a) = r.r(B) ; k.r(A) = k.r(B).

Bewijs: Zij
a11 .o a1n
A= N
g R .
en noteer:
%11 %n
Kiseres k= E seees E € Fm;
o a
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Toseees Iy = (a11,..,, a1n),..., (am1,..., amn) e F ;

] = .
Tiseees Ty (“11"“’ “11)""’ (am,..., aml) € F.

Dan is k = ... =k

1+1 n 0, terwijl bovendien geldt:

k.r(A) = rang[k1,..., kn] s k.r(B) rang[k1,..., k.1 3

1

r.r(A) rang[r1,..., rm] s r.r(B) rang[r{,..., ré]

Met II.3.24 volgt direkt:

k.r(A) ranglk ,..., kn] ranglk, ;... ki Oseens 0] =

rang[k1,..., kll k.r(B).

Er rest ons te bewijzen dat r.r(A) = r.r(B). Hiertoe definidren we twee af-

beeldingen:

T:F >F ; u:Fr >F"
n 1 n

als volgt: als (A1,..., Kn) € Fn en (u1,..., u1) € F1, dan is

(A s M) (X

19 n 1,...,)\

*
1) €Ty s
*

W(iyseees Hy) = (hpaeees Hps Oyenny 0) € B

De lezer ga na dat T zowel als u een F-lineaire afbeelding is. Bovendien

geldt, wegens (), voor iedere i e {1,..., m}:

= = = Pl
ﬂ(ri) = "(“i1""’ ain) (ai1,..., ail) rl;
') = = . vee . cen =
'D.(I'i) u((x“,. cey ail) (al‘l’ ’ all’ 0, s 0)
= (a o, ) =r..

i1?°°°?* “in i

Met IV.1.4 volgt hieruit enerzijds:
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r.r(A) = rang[r.‘,..., rm] = rang[u(r;),..., u(rI;l)] <
< ranglr!,..., rl;l] =r.r(B),
en anderzijds:
r.r(B) = rang[r;,..., rl;l] = ra.ng[Tr(r1),..., Tr(rm)] <

IA

ra.ng[rT,..., rm] =r.r(A),
zodat r.r(A) = r.r(B). 0

IV.1.11 Opmerking: Is A een (m X n)-matrix uit F en is r.r(A) = m,

k.r(A) =n,dan is m = n (en derhalve r.r(A) = k.r(A)).

Bewijs: Zij
%11 %1n
A= R
a .
m1 mn
en noteer:
*
Tisenes Ty (OL”,. .s U..m),..., (0Lm1, .s Otmn) an;
aﬂ 0‘1n
k1""’kn= seees eFm.
um1 0Lm.n

Dan is r.r(A) = ranglr,..., rm] =m en k.r(A) = rang[k1,..., kn] =n.
Volgens II.3.18 zijn dan [r1,..., rm] en [k1,..., kn] lineair onafhankelijke
stelsels van F;, resp. F die -volgens II.2.38 (*)- van dimensie n, resp.

m zijn. Volgens II.2.40 is danm < n, resp. n < m. Dus is m = n. []

IV.1.12 Opmerking: Is A een (m x n)-matrix uit F, zodat k.r(A) = p, dan be-

staat er een (m x p)-matrix B uit F met k.r(B) = k.r(A) =

en r.r(B) = r.r(4).

P
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Bewijs: Zij

OL” cee 0t1n
ik Pl
am1 e amn
en noteer:
%11 %1n
k1,..., kn = E seees E € Fm.
am1 0Lmn

Dan is k.r(A) = ranglk,,..., kn], dus rang[k1, ces kn] = p.
(i) Stel, dat p < n.

Kies p vectoren ki1""’ k. uit [k.‘,..., kn] zodat het p-tupel

. . D ca . .. . .
[ki1""’ k. ] lineair onafhankelijk is, terwijl de overige vectoren uit
[k1,..., kn] lineaire combinaties zijn van ait p-tupel (cf. II.3.17).

Door eventueel in A de 1€ kolom en de if kolom te verwisselen, daarna
de 2% en de i

> kolom, enz., enz., verkrijgen we na het uitvoeren van deze
lineaire handelingen op de kolommen een matrix A1. Noteer:

a! o

]
11 %*1n
A= :
1 1]
otm .e o:.mn
en
1 1
%11 *n
Klseues kﬁ = E seees | o € Fm-
a&1 o'

Volgens IV.1.9 is dan: r.r(A1) = r.r(A); k.r(A1) = k.r(A). Bovendien is
[k;,..., ké] een lineair onafhankelijk stelsel, terwijl de vectoren

ké+1,..., kﬂ lineaire combinaties zijn van [k;,..., ké]. Stel:

1= ' v,
kn = X1k1 + ...+ ka H
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dan is

1 1 1 ]
oy ees a1,n_1 )\1a11 + ...t Apa1p
A1 =1 . . . .
[ co.oaf Al + ...+ Ao
jull m,n-1 1T ml P wp

Trek nu de eerste kolom X1 keer af van de n® kolom, de tweede kolom Az keer

af van de n® kolom,..., de pe kolom Ap keer af van de n° kolom. Na het uit-

voeren van deze lineaire handelingen op de kolommen van A1 verkrijgen we de

matrix

1 1

a11 cee 0.1’n_1 0

Ay =1 : :
1 1

am1 . am,n_1 0

met r.r(A2) = r.r(A1) = r.r(A) en k.r(Az) = k.r(A1) = k.r(A). We zien dus
dat we in A1 de n- kolom door een uit nullen bestaande kolom kunnen vervangen
zonder de rijen- en kolommen-rang te veranderen, wegens de omstandigheid dat
de n® kolom een lineaire combinatie is van de eerste p kolommen van A.

Op analoge manier kunnen we de (p+1)€ tot en met de (n-1)€ kolom van A,

ook door kolommen met louter nullen vervangen. We krijgen zo een (m X n)-
matrix

waarin B een (m x p)-matrix is, terwijl k.r(A3) = k.r(A1) = k.r(A) = p en
r.r(A3) = r.r(A1) = r.r(A). Volgens IV.1.10 geldt dan ook: k.r(B) = p en
r.r(B) = r.r(a).

(ii) Als p = n, definieer dan: B = A.

Hiermee is in alle gevallen een (m x p)-matrix B met de gewenste eigenschap-
pen gevonden. O
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IV.1.13 Gevolg: Is A een (m X n)-matrix uit F, zodat r.r(A) = q, dan bestaat

er een (g X n)-matrix C uit F met r.r(C) = r.r(A) = qen
k.r(c) = k.r(A).

Bewijs: Beschouw de (n X m)-matrix AT. Deze heeft volgens IV.1.8 als eigen-
schap dat r.r(AT) = k.r(A) en k.r(AT) =r.r(A) = q. Volgens IV.1.12 bestaat

er een (n x q)-matrix B met r.r(B) = r.r(AT) en k.r(B) = k.r(AT) = q.

T

Definieer nu: C = B". Dan is C een (q * n)-matrix terwijl bovendien geldt:

k.r(B) k.r(AT)

]
a4
2
z
n
Q
-

r.r(c)

r.r(AT)

k.r(C) = r.r(B)

zodat de bewering bewezen is. [

IV.1.14 Stelling: Voor elke (m X n)-matrix A uit F is k.r(A) = r.r(A).

Bewijs: Zij r.r(A) = q en k.r(A) = p. Volgens IV.1.12 is er bij A een

(m x p)-matrix B met r.r(B) = r.r(A) en k.r(B) = p. Volgens IV.1.13 is er
bij B een (q X p)-matrix C met r.r(C) = r.r(B) = q en k.r(C) = k.r(B) = p.
Volgens IV.1.11 is dan p = q, hetgeen te bewijzen was. []

De voorgaande stelling rechtvaardigt de volgende defintie:

IV.1.15 Definitie: Is A een matrix uit F dan heet de kolommen-rang de

rang ven A. (Deze is gelijk aan de rijen-rang van A).
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§IV.2. Homogene stelsels

IV.2.1 Definitie: Een F-lineair stelsel (van m vergelijkingen in n onbe-

kenden) is een formele uitdrukking van de vorm:

Mg F X e H A x = By
AppXq + Aopdy +o * Ay X = By (%)
Pmr® * A% * oo A® T By

waarbij voor elke i € {1,..., m} en elke j ¢ {1,..., n}
Xij en Bi getallen zijn uit F,terwijl XyseeesXy B Vers
schillende formele symbolen zijn.

IV.2.2 Definitie: Een lineair stelsel IV.2.1 (*) heet een homogeen stelsel
als 61 = 82 = ... = Bm = 0. In alle andere gevallen heet
IV.2.1 (*) inhomogeen.

IV.2.3 Definitie: Een n-tupel [a1,..., an] uit F heet een oplossing voor
het lineaire stelsel IV.2.1 (%) als geldt:

Apqlq A0y e Ay = By
A21a1 + )\220c2 + ...+ )\2nan = 82 (%)
xm1a1 + )\m2u2 + ...+ )\mnan = Bm

IV.2.4 Notatie: Als [a1,..., an] een oplossing is van IV.2.1 (%), dan

kunnen we IV.2.3 (*) ook schrijven in de vorm:

My Ao Mg o 8,
)\21 AZE * }‘Zn . .
m1 >\m2 tet Amn oLn Bm

Daarom geven we het lineaire stelsel IV.2.1 (*) ook -louter formeel- wel

weer middels de uitdrukking:
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Mr A e My / %y B,
X21 A22 e A2n . .
m1 Am2 tet Amn *n Bm

IV.2.5 Definitie: De (m X n)=-matrix uit F

11

m1 : mn

heet de matrix van het lineaire stelsel IV.2.1 (*).

We bepalen ons in deze paragraaf tot homogene stelsels.

IV.2.6 Definitie: Als S1 en 32 twee homogene stelsels van m vergelijkingen
in n onbekenden zijn, dan heten S1 en 32 aeguivalent als
elke oplossing van S1 ook een oplossing is van 32 en

-omgekeerd- elke oplossing van 32 een oplossing is van

Sy-

IV.2.7 Definitie: Als A een (m x n)-matrix is uit F, dan zeggen we dat het

homogene lineaire stelsel van m vergelijkingen in n

onbekenden:
x1 0
A . . = .
X 0

n

(ef. IV.2.4 ) het door A geinduceerde homogene stelsel is.

IV.2.8 Opmerking: Zij A een (m x n)-matrix uit F, terwijl V en W twee

F-vectorruimten zijn met bases [a,,..., an], resp.
(byseees bm]. 7Zij de F-lineaire afbeelding ¢ : V > W
gegeven door:

_ A
¢ = (v, [a1,..., an]) > (W, (Dyseees bm]).
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7ij vervolgens S het door A geInduceerde homogene stelsel

van m vergelijkingen in n onbekenden. Dan is het n-tupel

[u1,..., an] uit F een oplossing van S dan en slechts

dan als de vector

%

v= |l e (V, [ag,..., an])

Qa
n

bevat is in Ker(¢).

Bewijs: (i) ZiJ het n-tupel [a1,..., an] uit F een oplossing van S. S is het

stelsel:
x1\ 0
A - . =
X / 0
n
Dus geldt:
a1 0
A e . = . . (*)
o, 0
n

Nu is volgens II.5.32:

o(v) = A E e (W, [b1,..., bm]).

(¢}
n

Dus is uit (*) direkt duidelijk dat ¢(v) = 0, oftewel: v € Ker(¢).
(ii) Stel nu: v € Ker(¢). Volgens I1.5.32 is dan

0=¢(v) =a- | e (W, [b,,.en, 0 1),

n
zodat
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=
"

hetgeen betekent dat [a1,..., an] een oplossing is van S, 1]

IV.2.9 Opmerking: Zij A een (m x n)-matrix uit F en 2zij A' een matrix, uit

A verkregen door toepassing van een lineaire handeling

op de rijen van A. Dan zijn de respectievelijk door A
en A' geinduceerde homogene stelsels

=
I

=
|

»
o
]
o

n n

aequivalent.
Bewijs: Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V met basis [a1,..., an] en
een m-dimensionale F-vectorruimte W met basis [b1,..., bm]. Zij ¢ : V> W
de F-lineaire afbeelding, gegeven door:

¢=(V9 [a1g~--, an])é(w’ Eb.l,---’ bm])o (*)

Volgens I1.5.17, I1.5.18 en II.5.19 kunnen we een basis [b!,..., b&] uit W
vinden, zodat ook geldt:

= A_',, ] '
¢ = (v, lase.es an]) (w, [blyeees bm]). (xx)

(i) Zij nu het n-tupel [a1,..., an] uit F een oplossing van het door A

geinduceerde homogene stelsel. Volgens IV.2.8 en (*) wil dit zeggen dat, als

geldt: v € Ker(¢). Volgens IV.2.8 en (**) wil dit zeggen dat [u1""’ a ]
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een oplossing is van het door A' geInduceerde stelsel. Dus, elke oplossing
van het door A gelnduceerde homogene stelsel is ook een oplossing van het
door A' geinduceerde homogene stelsel.

(ii) Volstrekt analoog bewijst men dat elke oplossing van het door A'
geInduceerde homogene stelsel ook een oplossing is van het door A geindu-

ceerde homogene stelsel. (Ga na!) O

IV.2.10 Opmerking: Elk F-lineair homogeen stelsel heeft minstens &én

oplossing.

Bewijs: Het n-tupel [0,..., 0] is altijd een oplossing voor een homogeen

stelsel in n onbekenden. []

IV.2.11 Opmerking: Is S een homogeen stelsel van m vergelijkingen in n

onbekenden en is A de (m X n)-matrix van S, dan heeft S

precies é€én oplossing dan en slechts dan als de rang

van A gelijk is san n.

Bewijs: Zij V een n-dimensionale F-vectorruimte met basis [a1,..., an] en
zij W een m-dimensionale F-vectorruimte met basis [bT""’ bm]. Zij voorts

¢ : V> W de lineaire afbeelding, gegeven door:
o= (V, [a al) 3w, o b 1)
2 1""3 n 9’ 1""9 m .

Volgens IV.1.6 is de rang van A gelijk aan dimF(Im(¢)). Volgens II.L.2L
geldt dan:

dimF(Ker(¢)) = dimF(V) - digF(Im(¢)) =n - r(4).
Dus, Ker(¢) = {0} dan en slechts dan als r(A) = n. En omdat volgens IV.2.8
de oplossingen van S éé&n-8&nduidig corresponderen met de vectoren uit
Ker(¢), volgt dat S precies één oplossing heeft dan en slechts dan als

r(A) = n. (Deze oplossing is dan uiteraard [0,..., 01.) M1

IV.2.12 Opgave: Is S een F-lineair homogeen stelsel waarin het aantal ver-

gelijkingen kleiner is dan het aantal onbekenden, dan heeft
S meer dan é&n oplossing.
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IV.2.13 Lemma: Een (vierkante!) (n X n)-matrix A uit F is regulier dan en

slechts dan als r(A) = n.

Bewijs: Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V met basis [a1,..., an].

Beschouw het F-lineaire endomorphisme ¢ van V, gegeven door:
¢ = (v, layseees an]) 4 (v, [a1,..., an]).

Volgens IV.1.6 is r(A) = dimF(Im(¢)),zodat din(Im(¢)) = din(V) (of, wat
hetzelfde is: Im(¢) = V) dan en slechts dan als r(A) = n. Nu is volgens

IIT.3.2 (iv) Im(¢) = V dan en slechts dan als ¢ een F-lineair automorphisme
is, en dit laatste is volgens III.3.21 weer aequivalent met de bewering dat

A regulier is. Vandaar het lemma. []

IV.2.14 Opmerking: Een F-lineair homogeen stelsel S met vierkante matrix A
heeft precies één oplossing dan en slechts dan als A

een reguliere matrix is.

Bewijs: Dit is een rechtstreeks gevolg van IV.2.11 en IV.2.13. (Ga na!) 0

IV.2.15 Beschouw nogmeals een F-lineair homogeen stelsel S van m vergelij-

kingen in n onbekenden met (m X n)-matrix A:

X 0

=
u

Neem aan dat [a1,..., an] en [Y1,..., Yn] twee oplossingen zijn van dit

stelsel S. Dus:

>
L[}

>
[}

Beschouw hierbij de n-tupels [01 Y qseees 0 Yn] en [Xa1,..., Xan] uit F

(waarbij A een getal uit F is). Dan geldt:



%+ Yy oy / Yy
A - . =A [ : + | 1=
Cﬂ.n + Yn d.n \ Yn
%y Y4
=A°*|: |+a- =0
an / Yn
en eveneens:
Aoy % %y
A ol =a - l=A+A-|: |=2r0=0
Ao a o
n

Dus zijn beide laatstgenoemde

n-tupels uit F ook oplossingen van het
stelsel S,

Zij nu

(%)

O

de verzameling van alle oplossingen van S. Door als volgt een optelling en
een F-scalaire vermenigvuldiging:

[a1,. .y an] + [y1,..., Yn] = [a1 Y seees O F Yn]

A[a1,..., an] = [Aa1,..., Aan]

te defini&ren op de elementen van OS wordt blijkens (=) OS een F-vector-

ruimte. We noemen 0S de oplossingsruimte van het stelsel S.

IV.2.16 Opmerking: Is S een F-lineair homogeen stelsel met (m x n)-matrix

A, dan is de dimensie van de oplossingsruimte OS van S
gelijk aan n - r(A).

Bewijs: Zij V de verzameling van alle n-tupels uit F. Met de optelling

[81,..., Bn] + [B;,..., Bﬂ] = [81 + B;,..., Bn + Bé]

79
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en de F-scalaire vermenigvuldiging
ALBysevny B1 = [AB,,.un, 28] (A eF)

is V een F-vectorruimte. Uit IV.2.15 volgt direkt dat OS een F-lineaire

deelruimte is van V. Kies voor V de basis [a1,..., an], gegeven door:

a, = [1,04...,0]; a, = [0,1,05...,0]; ... a = [0y...,0,1],
en beschouw voorts een m-dimensionale F-vectorruimte W met basis

[b1,..., bm]. Zij ¢ : V > W de F-lineaire afbeelding, gegeven door:
¢ =(V, [a a )3, b 1)
s lagseie, a) » [by,.ees 0 1)
Volgens de dimensiestelling geldt:
dinh(Ker(¢)) = din(V) - dimF(Im(¢)) =n - r(4a).

We zijn dus klaar met het bewijs als we kunnen aantonen, dat OS = Ker(¢).
Nu weten we volgens IV.2.8 dat [a1,..., an] € OS dan en slechts dan als

de vector

ve= | e (V, la,seees an])

bevat is in Ker(¢). Maar

a, + ... +oa =

v =0
1 nn

1

a1[1,0,...,0] + ...+ anto,...,0,1] = [a , 01,

EREE n

We hebben dus bewezen: [a1,..., an] € OS dan en slechts dan als
Cogseens an] € Ker(¢). Dit betekent: 03 = Ker(¢), zodat de opmerking bewezen
is. N

Als dus gevraagd wordt om een F-lineair homogeen stelsel S met (m X n)-

matrix A op te lossen, dan is het voldoende om n - r(A) lineair onafhanke-
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lijke n-tupels uit F te geven die stuk voor stuk oplossingen zijn van S, en

derhalve een basis vormen voor OS!

Tot slot van deze paragraaf geven we een algemene methode om een F-

lineair homogeen stelsel op te lossen.

IV.2.17 Lemma: De oplossingen van het "nomogene stelsel" van 1 vergelijking

in n onbekenden:

A11x1 + A12x2 + ...+ X1nxn =0 (X11 #0) (%)
zijn gegeven door de basis

[-A_1X WA, =ATIALu+u AT wtu ] (%%)
1171271 "2 1171371 732" 11" 1In"1 n

ven de oplossingsruimte, waarbij de n-tupels u, (i =1,...,n)

uit F gegeven zijn door:

u, = [1,0,...,0]; u, = [0,1,05...50]5...3 u = [0y...,0,1].
Bewijs: Men verifieert rechtstreeks dat deze basisvectoren uit de oplossings-

ruimte inderdaad oplossingen zijn. (Bijvoorbeeld:

-1 -1 _
SA73A Uty = AT A 501,0,0..0,0] + [0,1,0,...,0] =

-1
= [-371X 051505+ +50]

en dit n-tupel uit F is, zoals door substitutie blijkt, een oplossing van
(*).) Men controlere zelf dat de n - 1 gegeven n-tupels uit het stelsel
(*%) lineair onafhankelijk zijn. De matrix A van het gegeven homogene stel-
sel is

A= (A A1

I N SR

Omdat 111 # 0,is r(A) = 1. Dus de dimensie van de oplossingsruimte is
n -r(A) =n - 1, Derhalve is (**) =-als lineair onafhankelijk stelsel van
n - 1 vectoren uit de oplossingsruimte- een basis voor de oplossingsruimte

van het homogene stelsel (*). []
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IV.2.18 Lemma: Zij S een F-lineair homogeen stelsel van de vorm:

Mg P A e Ayt + A e =
A2kxk + .00+ A2nxn =0

LY P R

Amkxk + ...+ Amnxn =0

(waarbij A11 #0, A2k #0, k 22), Zij S1 het deelstelsel

van S, gevormd door de 2% tot en met de me vergelijking:

A2kxk MIEERE A2nxn
A3kxk + ...+ A3nxn

L R R N A A A I A RS

)\mkxk+...+)\mnxn 0.

(%x)

[}

Dan is [a1,..., % _q» Bk,..., Sn] een oplossing van S dan

en slechts dan als [Bk,..., Bn] een oplossing is voor 31 en

als verder geldt:

_ -1
o, = -A11(A O, + oo0 + A

1 12%2 (x)

1,-1%=1 " A * e A 800

Bewijs: (i) Zij eerst [01,..., % s Bk,..., Bn] een oplossing voor S. Dan

is zeker
Agksk + .00+ Aensn =0
My + et AE 0,
zodat [Bk,..., Bn] een oplossing is voor 31. Voorts geldt:
Mt A g P A e A8 =0

en omdat A11 # 0 volgt hieruit direkt:

o -
4 = Al + e Ay O P AB e A 8).
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(ii) Veronderstel nu dat [Bk,..., Bn] een oplossing is voor 31 en dat

de getallen O ,..., O uit F voldoen aan de betrekking (**x). Dan geldt:

M * e T Ay e g g P ApB P F A8, =
e
Akak + .+ AmmBn = 0,

zodat [a1,..., O _q» Bk,..., Sn] een oplossing is van S. (]

IV.2.19 Gebruik makend van beide voorgaande lemmea's kunnen we nu in het
algemeen homogene F-lineaire stelsels oplossen. Beschouw een willekeurig

F-lineair homogeen stelsel S:

Ao Mg X4 0
A . A X 0
m1 mn n

We mogen vanzelfsprekend aannemen dat in de matrix (Aij) van dit stelsel
geen rijen of kolommen voorkomen die uitsluitend uit nullen bestaan.

Passen we op de rijen van de matrix (Aij) een lineaire handeling toe,
dan verkrijgen we volgens IV.2.9 een matrix (uij) die een homogeen stelsel

Hip eoe W) (% 0

.
.

1
.o

U

o

1 v M X
induceert dat aequivalent is met het oorspronkelijke stelsel S. Hiervan
mesken we nu op de volgende wijze gebruik:

(i) Door eventueel twee rijen van (Aij) te verwisselen mogen we aannemen
dat X11 #0.

(ii) Trek de eerste rij nu A?:XiT keer af van de i€ rij, voor i = 2,...,n.
Door de onder (i) en (ii) genoemde lineaire handelingen op de rijen van

(Aij) uit te voeren verkrijgen we een met S aequivalent stelsel van de vorm:



8k

Hpp Moo eee By Xy 0
0 fHyp cve My : :
. . : = . (*)
0 um2 N umn xn 0

(waarbij Uy = A11 # 0). We onderscheiden nu twee mogelijkheden:

(a) De sub-matrix
: : > ()

bestaat uitsluitend uit nullen. Dan is S aequivalent met het stelsel (%)

dat de vorm
HpgXg ¥ Upp¥Xp + eee F M =0
heeft. Dit stelsel kunnen we met behulp van lemma IV.2.17 oplossen.

(b) De sub-matrix (#x) bestaat niet uitsluitend uit nullen: in dit geval

is er een k 2 2 te vinden, zodat (*x) van de vorm

o =+ Moy

.

oo
e

is, waarbij niet elk der elementen Yoy s Mgpseees W nul is. Door in de
matrix

Hgp oo Mg Mg oo Hap
0 0 u2k PN u2n
0 P 0 um.k .o ]Jmn

van het homogene stelsel (%) eventueel de tweede rij met &&n der volgende

rijen te verwisselen, kunnen we aannemen dat u._ # O is. Het stelsel (*) is
2k
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dan van de vorm:

HagXg Foeee P W g @ Tl T T gy T
HogXe * oot ¥ Van®y T
| e PR T 0

met W, # 0, oy #0, k 2 2. Met lemma IV.2.18 Dbetekent dit dat het oplos-
sen van het stelsel (*) bereikt wordt door het stelsel van m - 1 vergelij-

kingen

HopXye + oo X, T 0
u3kxk + ... F u3nxn =0
umkxk + ... 0+ umnxn =0

op te lossen. We hebben zo het stelsel S,voor wat betreft het bepalen van
de oplossingen, gereduceerd tot een stelsel van minstens é&n vergelijking
minder. Zo kunnen we doorgaan, tot we uiteindelijk een stelsel, bestaande
uit één vergelijking verkrijgen, waarvan we volgens IV.2.17 de oplossing

kennen. []
IV.2.20 Voorbeeld: We bepalen de oplossingen van het stelsel

2x1 + X + hxh + X

2

2x1 + %, + x3 + th + 3%

6x1 + 3x, + 2x3 + 8xh + Tx

x1 + x2 + x3 + xh + x5

o O o o

De bijbehorende matrix is:

- ON P N
-

N - O

- o N

- g W =

Trek de 1€ rij 1 keer af van de 2% rij, 3 keer van de 3% rij en % keer van

de 4% rij. We krijgen dan de matrix:
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2 1 0 L4 1

A = 0 0 1-2 2
0 0 2=k 4

1 1

0 5 11 5

Het door A, geinduceerde homogene stelsel is aequivalent met stelsel (x).
Verwissel nu de 2% en de L rij van A1. We verkrijgen dan een matrix A2 van

het homogene stelsel

2x, + X, + hxh + Xg = 0
lx + X, - X + lx =0
272 3 L " 2% (*x)
2x3 - hxh + hx5 =0
x3 - 2xh + 2x5 =0,

dat nog steeds aequivalent is met (*). Volgens IV.2.18 kennen we de oplos-

singen van (*x) als we de oplossingen van het deelstelsel

1 1
SXp * X3t Xt 5%
2x3 - hxh + hxs

x3 - 2x)4 + 2x

(*%x)

5

kennen. Weer volgens IV.2.18 is het voldoende om de oplossingen te bepalen

van het deelstelsel hiervan:

2x3 - hxh + hxs

X, - 2xh + 2x5

3
Dit stelsel is uiteraard aequivalent met het stelsel
X3 = 2x)4 + 2x. = 0. (Hexnex)

5

(**%x) heeft als basis voor de oplossingsruimte van (*xxx) (ef. IV.2.17.):
(te,1,01, [-2,0,1]] .

Anders gezegd: de oplossingen van (*xx*) zijn de lineaire combinaties van

deze basis:

0,[2,1,0] + 0,0-2,0,11 = eo, - 20,, 0., 02] (01, o, € R).
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Volgens IV.2.18 zijn dan de oplossingen van (%%x):

[o,, 20, = 20

3’ 1 29 019 02]!

waarbij:
1,-1 1 _
03 = -(3) (20, - 20,) =0, + 202} = -20, + 30,.

Dus, de oplossingen van (x%*) zijn de L-tupels

[-20, + 30,, 20, - 20,, O, O,] (0450

5 e R).

2
Weer volgens IV.2.18 vinden we hieruit de oplossingen van (**): dit zijn

de 5-tupels

[Oh’ —201 + 302, 201 - 202, Ty 02],
waarbij:
-1 _
o) = -2 {(-20, + 30,) + ko, + 02} = -0, - 20,.
Dus de oplossingen van het oorspronkelijke stelsel () (zijnde de oplos-

singen van het aequivalente stelsel (**)) zijn de S-tupels

[-0, - 20,, =20, + 30,, 20, - 20,, 9,5 0,1 (01, o, € R),
of, anders geschreven,
01[-1, -2, 2, 1, 01 + 62[-2, 3, -2, 0, 1] (01, 02 e R).

De lineair onafhankelijke 5-tupels [-1,-2,2,1,0] en [-2,3,-2,0,1] vormen
derhalve een basis van de oplossingsruimte van (*) die derhalve tweedimensi-
onaal is. (Dit betekent volgens IV.2.16 :

r(A) =n-2= 3.

De lezer controlere dit door de rang van de matrix A te bepalen.)



88

§IV.3. Lineaire stelsels

In deze paragraaf maken we enkele opmerkingen over het oplossen van

een F-lineair stelsel.

IV.3.1 Opmerking: Zij S het F-lineaire stelsel

AaXg ¥ Xyt H A X = By
A21x1 + A22x2 + ...+ Xenxn = 82
A %Xt A oXp * + Amnxn = Bm

Zijn V en W twee F-vectorruimten met bases [a1,..., an],

resp. [b1,..., bm] en is ¢ : V> W de F-lineaire afbeel-
ding die gegeven wordt door:

A
¢ = (v, [a1,..., an]) > (W, [b1,..., bm]),

dan is het n-tupel [a1,..., an] uit F een oplossing van

S dan en slechts dan als

o(v) =w
waarbij:
% B,
v = ; e (v, [a1,..., an]) ;owe= | e (w, (byseens ® 1)
o B
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Bewijs: Als [a1,..., an] een oplossing is voor S, dan betekent dit:

o, 81
As | = |1 |,
% Bm

en dit wil volgens II.5.32 niets anders zeggen dan ¢(v) = w. [J

IV.3.2 Definitie: Is

Ay M /"1 8
ml °°° Amn *n Bm

A11 * A\n 61
Mgy eee Ay Ba

de uitgebreide matrix van dit stelsel.

IV.3.3 Opmerking: Is

X, 81
A : = |
X Bm

een F-lineair stelsel S met uitgebreide matrix A*, dan
heeft dit stelsel een oplossing dan en slechts dan als
geldt:

r(A) = r(a%).

Bewijs: A is een (m x n)-matrix. Kies F-vectorruimten V en W met bases
[31,..., an], resp. [b1,..., bm]. Zij ¢ : V> W de F-lineaire afbeelding
die gegeven wordt door:
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- A
¢ = (v, [a1,..., an]) (w, [b1,..., bm]).

Noteer:

B

b= ; e (W, [b1,..., bm]).
m

Volgens IV.3.1 is een n-tupel [a1,..., an] uit F een oplossing van S dan

en slechts dan als voor de vector

%
a= E e (v, [agseees an])
%y
geldt:
¢(a) =D

Dus, S heeft oplossingen dan en slechts dan als er vectoren a € V bestaan,
zodat b het beeld is van a onder ¢. Dit wil niets anders zeggen dan: S heeft

oplossingen dan en slechts dan als

b e Im(¢).
Zij nu
A11 cen A1n
A= | .
Am1 v an
Dan is
A1j
¢(aj) =|: € (W, [y v 1), (5 =1,...,n).
A .
my

Nu is volgens IV.1.6 de (kolommen-)rang van A gelijk aan de dimensie van
Im(¢), dus -omdat [¢(a1),..., ¢(an)] een stelsel voortbrengenden is van
Im(¢)- gelijk aan de rang van dit n-tupel vectoren uit W. Evenzo is de rang
van A" gelijk aan de rang van het (n+1)-tupel vectoren [¢(a1),...,¢(an),b]
uit W,



91

Is nu b € Im(¢), dan is b een lineaire combinatie van
[¢(a1),..., ¢(an)] zodat volgens II.3.26 [¢(a1),..., ¢(an)] en
[¢(a1),..., ¢(an), b] dezelfde rang hebben.

Is omgekeerd gegeven dat laatstgenoemde twee tupels dezelfde rang heb-
ben, dan is de dimensie van Im(¢) gelijk aan de dimensie van de lineaire
deelruimte van W, die opgespannen wordt door [¢(a1),..., ¢(an), b]. Omdat
In(¢) bovendien in deze deelruimte is bevat, volgt dat Im(¢) gelijk is aan
de door [¢(a1),..., ¢(an), b] opgespannen deelruimte van W. Dit houdt in:

b e Im(¢).

We zien dus dat b € Im(9) is dan en slechts dan als [¢(a1),..., ¢(a )]
en [¢(a1),..., ¢(an), b] gelijke rang hebben, oftewel: dan en slechts dan
als r(A) = r(A*). Dus heeft het F-lineaire stelsel S oplossingen dan en
slechts dan als r(A) = r(A¥). O

IV.3.4 Definitie: Is S het F-lineaire stelsel

dan heet het F-lineaire homogene stelsel S1, geinduceerd

door de matrix A van S:

het met S geassocieerde homogene stelsel.

IV.3.5 Opmerking: Is [o,,..., an] een oplossing van het F-lineaire stelsel
S, gegeven door:

dan zijn de oplossingen van S precies alle n-tupels van

de vorm
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[0.1,..., O‘n] + EY-]a---s Yn]’

waarbi j [Y1,---, Yn] een oplossing is van het met S geas-

socieerde homogene stelsel 31.
Bewijs: (i) Beschouw een n-tupel

[é

., én] =lag,..., ol + [Y1,..., Yn],

19

waarbij [Y1,..., Yn] een oplossing is van S1. Dan geldt:

-

8, %q Y1
A : =A'{ + : }:
Gn an Yn
oy Y4 8, 0 /81
=a-+|: | +4- = (s« =1:1,
an Yn BIIl 0 \Bm

zodat [51,..., Gn] inderdaad een oplossing is van S.
(ii) 2zij nu [61,..., Gn] een willekeurige oplossing van S. We moeten dan

laten zien dat er een oplossing [Y,,..., Y 1 van S. bestaat zodat
1 n 1

[61,..., Gn] = [a1,..., an] + [Y1,..., Yn].

Met andere woorden, we moeten laten zien dat het n-tupel
[61,..., Sn] - [u1,..., ah]

een oplossing is van 51. Welnu, dit volgt wegens:

61 - a 61 o,
A : =As {]: - |} =
§ ~-a § o
n n n n
61 o, B1 81 0
=4A- - A = | =-1:1=1:].
$§ 0. B B 0
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Hiermee is de opmerking bewezen. [

De voorgaande opmerking zegt dat, om een F-lineair stelsel S op te
lossen, het voldoende is om &&n oplossing van S te bepalen alsmede alle op-
lossingen van het geassocieerde homogene stelsel 31. Dit laatste is in de
voorgaande paragraaf behandeld, zodat het probleem blijft om een "particu-
liere" oplossing van het F-lineaire stelsel S te bepalen. Soms kan men zo'n
particuliere oplossing gemakkelijk vinden. Dan is dus het oplossen van F-
lineaire stelsels teruggebracht tot het oplossen van homogene stelsels.

Ook indien men niet zo gemakkelijk een particuliere oplossing kan
vinden, kan men in het algemeen het probleem van de oplossing van een F-
lineair stelsel terugvoeren tot het vinden van de oplossingen van een homo-

geen stelsel, dat dan echter é&n onbekende meer bevat.

IV.3.6. Opmerking: Beschouw bij het F-lineaire stelsel S, gegeven door:

X4 B

>
1

P
w

X, 0
A .| = |:
X+ 0

waarbij,A* de uitgebreide matrix is van S. Dan is

[a1,..., dh] een oplossing van S dan en slechts dan als

. o *
[0,5...5, 0, =1] een oplossing is van S .
1 n

Bewijs: (i) 2ij [oq,..., an] een oplossing van S. Dan geldt, als
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Dus ook:

>
Q
+
+
>
=]
Q
n}
+
—
1
=
]
o

D ) D tees s

A O, + ...+ AmOy * (=1)B_ =0,

wat betekent dat [a_ ,..., o, -1] een oplossing is van s*,
1 n
(ii) Even simpel bewijze de lezer zelf dat,als [aT""’ o -1] een

oplossing is van S*, [a1,..., an] een oplossing is van S.0]

IV.3.7 Men ziet uit de vorige opmerking dat men het F-lineaire stelsel S
als volgt kan oplossen: Bepaal eerst alle oplossingen van S*; kies hieruit

dié oplossingen [a1,..., O, @

1] waarvoor geldt:

is [u1,..., o 0 1] zo'n oplossing van S*, dan is het n-tupel

+
o o o
1 2
[- s s = ] (%)
n+1 n+1 n+1
een oplossing van S. (Immers, met [a1,..., o, an+1J (OLn+1 # 0) is ook
volgens IV.2.15
o] (o a,a ,.1=1[ % %n 1]
bt gy ’ el - ’-ll’- ’_
n+1-71 n n+1 an+1 dn+1

een oplossing van s*. Volgens IV.3.16 is (%) dan een oplossing van S.)

IV.3.8 Voorbeeld: We lossen het R-lineaire stelsel S:

X) + x5 + 2x3 = L
2xy + x, + hx3 +x), =13
3x, + x, + hx3 =10
2x1 + X, + 2x3 -x) = 1

op de twee hiervoor beschreven manieren op.
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Allereerst bepalen we of S een oplossing heeft. Is A de matrix en A™
de uitgebreide matrix van S, dan moet -opdat er een oplossing is- gelden:
r(A) = r(A*). De lezer controlere dat beide matrices de rang 3 hebben.

Neem eerst san dat we geen particuliere oplossing van S kunnen vinden.

* . .
We beschouwen dan het door A  gelnduceerde R-linealre homogene stelsel

1 1 2 0 L //x1 0

2 1 4 1 13 \ %2 0

3 1 4 0 10 | 317 o

2 1 2 -1 1 \xh/ \o
X

5

(Omdat r(A*) = 3 heeft de oplossingsruimte van dit stelsel de dimensie 2.)
Trek in AY de 1€ rij 2 (resp. 3, resp. 2) keer af van de 2% (resp. 3%,

resp. 4%) rij. We krijgen dan de matrix

0 -1 =2 =1 =T

We beschouwen nu (de methode volgend uit de vorige paragraaf) het homogene

stelsel, geInduceerd door de sub-matrix

-1 0 1 5
2 -2 0 -2
-1 =2 -1 -7

Trek in deze matrix de 15 rij 2 (resp. 1) keer af van de 2% (resp. 3%) rij.
Dit levert de matrix
-1 0 1 5
0 -2 -2 -12|. (%x)
0 -2 =2 -12

We beschouwen vervolgens de sub-matrix

-2 =2 -12)
-2 -2 =12
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Trek hierin de 1% rij af van de 2° rij:

(—2 -2 =12 ). (%%%)

0 0 0

Deze matrix induceert het "stelsel" van &&n vergelijking in drie onbekenden:
-2x3 - 2xh - 12x5 = 0.

De oplossingen van dit door (#x*) geInduceerde stelsel zijn de 3-tupels:

[—01 - 602, 9,5 02] (01, o, € R).

Dus het homogene stelsel, gelnduceerd door (**) heeft als oplossing de

k-tupels:
o, + 50,, =04 = 602, 0,5 0,] (01, 0, € R).

Het homogene stelsel, geInduceerd door A* heeft dus als oplossingen de

5~tupels van de vorm:
[cJ1 + 30,, 0, + 50,, -0, - 602, 045 0, (01, o, € R).

De oplossingen van S zijn dus de 4-tupels van de vorm:

o, o, 9, o,
[-—=3,-—=-5,—+6, - —] (0,, 0, € Ry 0, # 0),
o, 9, g, o, 1° “2 2

of, anders geschreven, de W-tupels van de vorm:

(i) [-3,-5,6,01 + t[-1,-1,1,-1] (T €eR)

o
(waarbij we T in plaats van 31 hebben geschreven).

Stel nu dat we een particuliere oplossing kennen; bijvoorbeeld:

(1, -1, 2, 4]

is een oplossing van S. We lossen nu het met S geassocieerde homogene stel-

sel 31 op dat geInduceerd wordt door de matrix
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1 1 2 0
A= 2 1 L4 1
3 1 4 o
2 1 2 -

Ga na dat deze oplossingen zijn: de lL-tupels

of1, 1, =1, 1] (o € R).
De oplossingen van S zijn dus de L-tupels van de vorm:
(ii) [1,-1,2,4] + o[1,1,-1,1] (o e R).

De lezer controlere dat de oplossingen van S zoals gegeven onder (i) en (ii)

dezelfde zijn!

IV.3.9 Opgave: Merk op dat de oplossingen van een niet-homogeen F-lineair

stelsel geen F-vectorruimte vormen!

IV.3.10 Voorbeeld: (Examen Wetenschappelijk Rekenen A; 1961).
We onderzoeken voor alle reéle waarden a en b de oplosbaarheid van het stel-

sel S, gegeven door:

2Xx - y - 2z =20
bx + y - az =1 (%)
Xx - 3y + Tz = b.

S heeft een oplossing dan en slechts dan als geldt:

2 =1 =1 2 =1 =1 0
r{h 1 -al| =r 1 -a 1. (%%)
1 =3 7 1 -3 T b
Volgens IV.2.13 1is
2 =1 -1
r|bh 1 -a =3

-
1
w
-3
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dan en slechts dan als

2 =1 =1
55 -5a =det|{ 4 1 -a | # o0,
1 -3 7

oftewel: dan en slechts dan als a # 11.

(i) Stel a # 11. Dan is het 3-tupel vectoren

2 -1 -1
[ h H] 1 E) -a ]
1 =3/ T

een lineair onafhankelijk stelsel uit R3. Derhalve is de (kolommen-)rang

van de uitgebreide matrix

groter dan of gelijk aan 3. Omdat deze matrix drie rijen heeft, is de (rij-
en-) rang < 3. Dus is, als a # 11, ook de rang van de uitgebreide matrix S
gelijk aan 3. Dus, voor a # 11 is het F-lineaire stelsel S voor elke wasr-

de van b oplosbaar.
(ii) Stel nu: a = 11. Dan is

-1 =1 2 =1 =1
r{4d 1 —a|l=rlbk 1-11] =2,
1 =3 T 1 =3 T

(Ga na!) We bepalen nu voor a = 11 de rang van de uitgebreide matrix

voor alle re&le waarden van b.

Tel nu de 1° kolom van A* 2 keer op bij de 3% kolom. We krijgen de matrix



Deze matrix (die dezelfde rang heeft als A*) heeft dezelfde rang als de

(3 x 3)-matrix

2 -1 0
L o1
1 -3 b

De rang van deze matrix is 3 dan en slechts dan als

2 -1 0
6b +5=det|{s 1 1| #0
1 -3 b
(ef. IV.2.13). Dus als
a =11 , bg_%
dan is
2 -1 =1 2 -1 =1 0
r 1 -a| =2#3=r|k 1 -a 1
1 -3 7 1 -3 T ©®

en is het stelsel S niet oplosbaar.
Stel nu:

Dan is

99
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-1 -1 0 2 -1 0
r 1 =a 1| =r|h 1 1] =2,
1 =3 7 b 1 -3 -3

zodat in dat geval S wel oplosbaar is.

Samenvattend:

a# 11, Db eR «e... er is een oplossing van S;
a=11, b= - «v... er is een oplossing van S;

a=11,b # - «.s.. er is geen oplossing van S.

Opgave: Bepaal in de eerste twee gevallen alle oplossingen van S.
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V. Eigenwaarden

§V.1. Eigenwaarden en eigenvectoren

V.1.1 Voorbeeld: Beschouw het door de (3 x 3)-matrix

geInduceerde R-lineaire endomorphisme
A
¢ = (Ea, [31,62,63]) > (E3’ [61,62,83]),

waarbij

0

Dan geldt:

ury

¢(a)

"
=

= |2 € (E3, [e1,e2,e3])

—_

]
=
o

¢(v) =| 01| € (E3, [e1,e2,e3]),

|
|
|

¢(a)

oftewel:

¢#(b) = b,

n
n
®

-

¢(a) = 2a
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De vectoren a en b uit E3 worden dus afgebeeld door ¢ op vectoren die
"dezelfde richting" hebben als a, resp. b zelf. Zulke vectoren zullen we
"eigenvectoren" van de afbeelding ¢ noemen. Nu werd a op 2.a en b op 1+b
afgebeeld door ¢. De re€le getallen 2 (resp. 1) gaan we "eigenwaarden" van

¢ noemen.

V.1.2 Het probleem dat we nu in het algemeen zullen bespreken is:
als V een F-vectorruimte is en ¢ : V > V is een F-lineair endomorphisme van
V, welke zijn dan de getallen X € F (zo zulke getallen bestaan) waarbij een

vector v € V kan worden gevonden met v # 0 zodat geldt:

o(v) =

Zij n de dimensie van

(n x n)-matrix uit F zodat

¢ = (v, lagse..

We.zullen proberen om alle

Aev ?

V; zij [a1,..., an] een basis voor V en zij A de

s an]) 4 (v, (g, an]).

eigenwaarden van ¢ op te sporen. Noteer:

Zij nu A € F. Opdat A een eigenwaarde van ¢ is, moet er een bijbehorende

eigenvector b # 0 in V te vinden zijn, zeg

B1
b= | e (v, [ays.ees an])s
By
zodat:
% e %) (B By
() =1 : : = e (Vhlag,.ea D) (*)
Opq e O B, B,
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Nu is

0. 0

B . B B

1 A ) 1 /1

Al = . = Al : R

. : n\ .
‘.0

°n 0 ....0 b b

zodat =-opdat A een eigenwaarde is bij b- we in plaats van (*) ook kunnen
schrijven:

B, [ 8

A = Al f . s
n|
Wl
oftewel:
B, 0
(A -1 )| = | (%)

B, 0

X, 0
(a-21) : =1
X 0

n

Volgens (#*) is A een eigenwaarde van ¢ als dit stelsel een oplossing
[81,..., Bn] heeft, ongelijk aan de altijd bestaande oplossing [0,..., 0]

(immers: b # 0). Volgens IV.2.1L is dit het geval dan en slechts dan als

det(A - un) = 0, (%xx)

Semenvattend: A ¢ F is een eigenwaarde van ¢ dan en slechts dan als
det(A - )\In) = 0.

Twee opmerkingen:

(i) 1In de betrekking (***) komen V en ¢ niet expliciet voor. Het al of niet

eigenwaarde zijn van X wordt dus door A bepaald.
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(ii) det(A - AIn) is een n® graads veelterm in A. Bijvoorbeeld, als

1 1 0
A= |-1 3 o]
0 1 1
(zodat hier n = 3), dan is
1-A 1 0
det(A - AIg) =det (-1 3-4 0 | =A%+ 5% _8r+ 4=
0 1 1=

(1-2)(2 - 1)3,

zodat hier A = 1 en A = 2 de eigenwaarden zijn. (vgl. v.1.1.)

V.1.3 We gaan nu de in V.1.1 en V.1.2 geschetste begrippen formeel in-

voeren:

V.1.4 Definitie: Zij V een F-vectorruimte en 2ij ¢ : V>V een F-lineair
endomorphisme van V. Als A ¢ F is, en er bestaat een
vector b € V met b # 0 zodat

¢(b) = Ab,

dan heet A een eigenwaarde van ¢.

V.1.5 Definitie: Zij A een (n x n)-matrix uit F. Een getal A € F heet een

eigenwaarde van A als geldt:

det(A - XIn) = 0.

V.1.6 Definitie: Is A een (n X n)-matrix uit F,dan heet het n® graads poly-

noom in A (met co&fficidnten a_,...,a ¢ F)
0 n
det(A - AL) = a A" + a1An'1 + ... +a8

de karakteristieke veelterm van A.
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V.1.7 Definitie: Is V een F-vectorruimte en is ¢ : V > V een F-lineair
endomorphisme van V, terwijl A een eigenwaarde is van ¢,
dan heet elke vector a e V die voldoet aan

¢(a) = da

een eigenvector van ¢ bij de eigenwaarde A van ¢.

V.1.8 Opmerking: Is ¢ : V > V een F-lineair endomorphisme van een F-vector-

ruimte V, is A een eigenwaarde van ¢ en zijn BysenesBy

k eigenvectoren van ¢ bij A, dan is ook elke lineaire

combinatie van [a1,...,ak] een eigenvector van ¢ bij A.
Bewijs: Zij c een lineaire combinatie van [a1,...,ak], zeg:
c = u1a1 + ... + ukak.

Dan geldt:

o(c) = ud(ay) + ..o + wéla,) =

A{u1a1 + ... F ukak} = Xc,
zodat de opmerking geldt. [

Uit de laatste opmerking volgt onmiddellijk dat,als A een eigenwaarde
is van ¢, de eigenvectoren bij A van ¢ een F-lineaire deelruimte vormen van

V. We defini&ren:

V.1.9 Definitie: Is ¢ : V > V een F-lineair endomorphisme van een F-vector-
ruimte V en is A € F een eigenwaarde van ¢, dan heet de
F-lineaire deelruimte der eigenvectoren van ¢ bij A de

eigenruimte van ¢ bij A.

V.1.10 Opmerking: Is V een F-vectorruimte, is ¢ : V>V een F-lineair endo-
morphisme van V, zijn A,
vaarden van ¢, zijn W, en W, de eigenruimten van ¢ bij
X1, resp. A2’ dan geldt:

en Ag twee verschillende eigen-

W, nW, = {o}.
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Bewijs: Als c € W, n W,, dan geldt:
DEWLJS 1 2

¢(c) = A e 3 o(e) =
zodat (11 - A2)c = 0. Omdat l1 7 A2 volgt hieruit: ¢ = 0. 0]

V.1.11 Opmerking: Is V een F-vectorruimte, is ¢ : V + V een F-lineair endo-
morphisme van V, zijn A1,..., Ak € F paarsgewijs ver-

12 .,bKEV’

zodat b een eigenvector is ven ¢ bij A (j =1,...,k) en

bj # O, dan is het k-tupel [b1,... b, ] uit V een

lineair onafhankelijk stelsel.

schillende eigenwaarden van ¢ en zijn b

Bewijs: Veronderstel dat het k-tupel [b1,..., bk] lineair afhankelijk is.

Dan is de rang van [b1,..., bk] kleiner dan k. Zeg:

rang[b1,..., bk] =r < k.
Kies r vectoren b, TPREEED b, uit [b > by ] zodat [b, FPEREER b, ] een
r
lineair onafhankelijk stelsel is. Kles vervolgens een bJ uit [b ooy bk]

die niet in dit r-tupel voorkomt. Dan is bJ een lineaire comblnatle van

[bi1""’ bi ] zodat we getallen Hyseoos B € F kunnen kiezen,zodat
r

b, = u1bi1 totub, (%)

Dan is
= ¢(bj) = u1¢(bi )+ ..+ Ur¢(bi ) =
= UA be o+ olo + UL b (%x)

i1, ripipt

Volgens (*) geldt ook (linker- en rechterlid met Aj vermenigvuldigen):

A.b. = U Ab. + ... + U A.b.
J3°J u1‘111 urJlr

Dit laatste, gecombineerd met (**), levert:

0= u1()\i1 - )\j)bi1 + ...+ ur(kir - )\j)bir
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Omdat steeds Ait # Aj (t =1,...,r) moet, omdat [bi1""’ by ] een lineair
r
onafhankelijk stelsel is, gelden:

hetgeen volgens (*) betekent: bj = 0, in tegenspraak met het gegeven. Dus

geldt de opmerking. []

V.1.12 Opmerking: Is V een F-vectorruimte, is ¢ : V > V een F-lineair

endomorphisme van V, is [31,. ves an] een basis voor ¢ en

is A de (n x n)-matrix uit F zodat

¢ =(V, lag,e.es 8 ) 3 (v, [ag,ene, 20,

dan zijn de eigenwaarden van ¢ precies de wortels van de

karskteristieke veelterm van A in F.

Bewijs: Dit is al bewezen in V.1.2. []

V.1.13 Opmerking: Zijn A en B twee aequivalente (n X n)-matrices uit F,

dan hebben A en B dezelfde karskteristieke veelterm.

Bewijs: Er is een reguliere (n x n)-matrix uit F, zeg S, zodat
-1
A =8 BS.

Dan geldt:

det(A - XIn) det(S-1BS - AS-1InS) =

det(s™ 'ms - s“(xxn)s) =

det 8-1(B - XIn)S =

det(s™") « det(B - AI_) + det(s) =

(aet(s))~" . det(B - AI) - det(s) =

- n
det(B AIn).

V.1.14 Opmerking: Voor elke (n x n)-matrix A uit F geldt, dat A en AT de-

zelfde karakteristieke veelterm hebben.
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Bewijs: In het algemeen gelden voor elk tweetal (m x n)-matrices M en N de
rekenregels:

m+mT=v" +0" T =and)

zoals direkt duidelijk is. Hiervan gebruik mekend vindt men:

det(aT - ML) det (AT - (AIn)T) = det(A - AIn)T =

det(A - Aln). n

V.1.15 Opmerking: Is A een (n * n)-bovendriehoeksmatrix uit F, dan zijn de

eigenwaarden van A juist de elementen op de hoofddiago-

naal van A.

Bewijs: Als

(ay,-2) © %
o ".
det(A - AIn) = det ST, : =
0 0 (an =A)
= (oc11 - A)(ot22 - A)° .‘(ann - A)

De eigenwaarden van A zijn de wortels van deze karakteristieke veelterm.
Deze wortels zijn uiteraard: % qs Oppseees o N
V.1.16 Opgave: Formuleer en bewijs een aan V.1.15 analoge bewering voor

onderdriehoeksmatrices.
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V.1.17 Beschouw eens een (n X n)-matrix A uit R. De karakteristieke veel-

term van A is:
det(A - )\In).
Dit is een n° graads veelterm in A, zeg:

n n-1
cok + 01)\ + ...+ cn_1)\ e o
met redle co&fficinten c., c.,..., C_. De (redle) eigenwaarden van A zijn
0 1 n
dan de redle wortels van de vergelijking
n -1

n
cox + c1x + ... tc x +c_=0.

Nu is uit de algebra bekend dat elk polynoom

n n-1
+ eee t+
X c,x + c,
met reéle coéfficiénten s (i = 0,...,n) te ontbinden is in factoren met
re8le codfficiénten van graad ten hoogste twee. Of zo'n factor van graad 2
verder in twee lineaire factoren met reéle coéffici®nten is te ontbinden,

hangt af van de discriminant. Zover mogelijk ontbindend verkrijgen we:

coxn + c1xn-1 + ..ot =
=(a,x -b ) ... *(a,x -1 )4 x> +ex + ) ... +(d x° +ex +f)
1 1 t t 1 1 1 s s s
waarbij a;, b, dj’ €5 fj (i = 1,0005t3 J =1,...,8) reéle getallen zijn
en bovendien geldt:
e2 ~ ha.f, <0 (5= 15000s8).
J JJ

In dit geval heeft de reéle matrix A dus t (¢ n) reéle eigenwaarden:

o
o'

A, == ..., At=—3‘—
1 t

(waarbij meerdere gelijke eigenwaarden kunnen voorkomen) .
Is daarentegen B een (n X n)-matrix uit €, dan heeft B, omdat elk n

graads polynoom
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v+ x . el + W
0 1 n
met complexe coéfficiénten Wy (i = 0y4.0yn) in n lineaire factoren met com~-

Plexe coéfficiénten is te ontbinden, n (complexe) eigenwaarden.

V.1.18 Opmerking: Elke (n X n)-matrix A uit F met n eigenvasarden in F is
sequivalent met een bovendriehoeksmetrix uit F.

Bewijs: Zij V een n-dimensionale F-vectorruimte met besis Ea1,..., & J. Zij
¢ : V+ Vhet F-lineaire endomorphisme ven V dat gegeven wordt door

¢ = (Vy Lagpenny 8,D) B0V, Lo,y 8 D).

Laten A1,..., An € F de eigenwaarden van A (en dus ock van ¢) zijn. We gaen
de opmerking met volledige inductie near n bewijzen. Als n = 1 is de opmer=-
king trivisal. Stel nu dat de opmerking geldt voor elke ((n=1) x (n=1))=-
matrix uit F,

Kies bij A1 e F een eigenvector b, eV ('b1 # 0). We kunnen het 1-tupel
Eb1j met n=1 vectoren uit Ea1,.... anj esanvullen tot een basis van V, zeg:

Eb1. aie...., ain].
Laten § en B de (n x n)-matrices uit F zijn, gegeven door:

= (V) Cagpens 0,0 5 (V, Dby 0, 8; 1)
en

¢ = (v, £b1; ‘ig""’ ﬂin]) § (v, Eb1| aig""’ ainj)'

Dan is

(V. E&-lg---. !-nJ) (V, Ea‘l"'b a'n])
idy = sl ls

(v, Eb1,eia....,ain3) =, (v, Eb1.a.i2,...,a.in]).

<<

Omdat

idv°¢'¢°id.v.

S¢«A = B S,

volgt derhalve:



Volgens III.3.3 1is S regulier, zodat geldt:
A = s 'Bs.

Met andere woorden: A en B zijn aequivalent.

Omdat ¢(b1) = A1b1 heeft de matrix B de vorm:

/A1 Tio +o T
0

Nu is C een ((n-1) x (n=-1))-matrix uit F. We laten nu eerst zien dat C n-1

eigenwaarden in F heeft (zodat we de inductie-aanname kunnen toepassen):

1 12 n
0
det(B - xIn ) = det . C - I =
n-1
0
= (A =)+ det(Cc - AT _,) (%)

(ontwikkelen naar de eerste kolom). Nu is det(B - )\In) het karakteristieke
polynoom van B. Omdat B ~ A is det(B - Mn) ook het karakteristieke polynoom
van A. Omdat A n eigenwaarden A,,..., A € F heeft,is deze n® graads veel-

1 n

term in A in n lineaire factoren te ontbinden:
det(B = AL ) =a(d = A )X = X)) vo. o(X = 2) (o € F).
n 1 2 n
Wegens (%) is dan

det(C - AT ) = a(X - A2)- eee oA = An),

-1
zodat C inderdaad de n-1 eigenwaarden )\2,..., )‘n heeft in F. Dus is er
volgens de inductie-sanname een reguliere ((n-1) x (n-1))-matrix T uit F als-
mede een bovendriehoeksmatrix A uit F zodat

rler = A,



112

Noteer nu:

10 0
0
Ty o= : T
0
De lezer controlere dat dan geldt:
10 . 0
0
-1
=1 !
0
Voorts vindt men (ga na!):
10 0 >\1 Tp - Tin
0
77'8T = 1
1 . T . C
0 0
AT e Oy A%
0 0
=1 - er =
0 0

en dit is een bovendriehoeksmatrix A1 uit F. Omdat B ~ A1 en A ~ B volgt

hieruit dat A aequivalent is met A1. 0

V.1.19 Opgave: In de met A sequivalente bovendriehoeksmatrix A1 uit het

bewijs van de voorgaande opmerking staan de eigenwaarden

van A op de hoofddiagonaal van A1'
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V.1.20 Opmerking: Is A een (n * n)-matrix uit F met n paarsgewijs verschil-

lende eigenwaarden A1,..., An e F, dan is A aequivalent

met de diagonaalmatrix

Al 0.... 0

0 X2 P

N
: .o

0 ... 0 A
n

uit F.

Bewijs: Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V met basis [a1,..., an].

7ij ¢ : V > V het F-lineaire endomorphisme van V, gegeven door:
¢ =(V, [a 50005 a_1) 4 (V, [a,s...5 &a_1).
£l 1" .9 n s 19' s n

Kies bij elke eigenwaarde Ai € F van A een eigenvector bi # 0. Dan is
volgens V.1.11 het n-tupel £b1,..., bn] uit V een lineair onafhankelijk
stelsel en derhalve een basis voor V. Zij S de reguliere (n x n)-matrix uit

F, gegeven door:
iq, = (v, layseees a.n]) 3 (v, [byseees bn]).
Het is direct duidelijk dat geldt:
_ D
¢ = (V, [byseen, b 1) > (V, [byye.n, b 1),

zodat geldt:

(V, Lagseres 80) =2 (V, [apseee, 20)

s ;

D
(v, (yseees bn]) — (v, Tbyseens bn]).

v &
[
v -4
Omdat idy ° ¢ = ¢ ° id, is ook S*A = D+S, zodat
A = 5™ 'ps.

A is dus aequivalent met D. []
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V.1.21 Opmerking: Is A een (n X n)-matrix uit F met n eigenwaarden in F,

dan is det(A) gelijk aan het product van deze n eigen-

waarden.

Bewijs: Volgens V.1.18 en V.1.19 is A aequivalent met een bovendriehoeks-
matrix A die op de hoofddiagonaal de eigenwaarden van A heeft staan. Boven-
dien is volgens I.4.27 det(A) gelijk aan het product van deze hoofddiago-

naal-elementen. Omdat A ~ A is det(A) = det(A), zodat de opmerking volgt. []

V.1.22 Definitie: Als

dan heet de som van de hoofddiagonaal-elementen van A

het spoor van A, aangeduid met Tr(A). Dus:

Tr(A) = Gt Oyt b

V.1.23 Opmerking: Is A een (n X n)-matrix uit F (n 2 2) en is

det(A - AIn) =c A"+ c1>\n-1 + ... t+tc

0

het karskteristieke polynoom van A,dan geldt:

(i) c = det(A);

(1) ey = (-1)%

(iii) e, = (=1)% or(a).

Bewijs: Voor elke U ¢ F geldt:

_ n n-1
det(A - uIn) = c i+ cyu ot

In het bijzonder vinden we voor U = 0: det(A) = c,» zodat (i) geldt.
De beweringen (ii) en (iii) bewijzen we hier met volledige inductie

naar n. Voor n = 2 is de opmerking rechtstreeks door uitrekenen te bewijzen.
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Stel nu dat de opmerking geldt voor elke ((n-1) X (n-1))-matrix uit F. Zij

Ogy eee u1n
A= . . .
o ce. Q
ni nn

Noteer Bi 3 voor de sub-matrix van A - AIn die verkregen wordt door uit de
k]

laatstgenocemde matrix de i€ rij en de je kolom te schrappen. Ontwikkel nu
det(A - XIn) naar de 1% kolom:

e A%+ c1)\n-1

o * ..ot = det(A - AIn) =

).

n=-1
= (a11—k)det(B1’1) + (—1)&21det(B2’1) + ...+ (-1) an1det(Bn,1
Nu is voor elke i e {2,...,n}
G oo 0"2n
(ap-) :
Bi1® = —a |« i® rij.
IV (o _=A)

In deze matrices komen n-2 elementen voor van de vorm (akk - A). Dus is

det(Bi 1) een veelterm in A van graad hoogstens n-2 (i = 2,...,n).
k]
Voorts is

Dus is det(B1 1) (de karakteristieke veelterm van de ((n-1) x (n-1))-matrix
k]
A1 1) een veelterm in A van de vorm
]

dokn'1 + d1xn‘2 * .o+ dgs
waarbij

-1 -2
4, = (-n" ; a, = (-1"rr(n, ),

(de inductie-aanname).
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Het voorgaande samenvattend, vinden we:
n n-1 _ =
Cor” + ¢y toote = det(A - XIn) =
_ n-1 n-2
-(%1-MM& + 4.\ +”.+%)+MM,

1

waarin H(A) een veelterm is in A van graad < n-2. Dus volgt:
n n-1 =
cok + c1l t .ot =

_ n n-1
= -a A"+ (-a, + aq4d,)2 + G(A),

waarbij G(A) een veelterm is in A van graad < n-2.

Gelijkstellen van de n® graads termen links en rechts levert:

zodat (ii) geldt; gelijkstellen van de (n-1)° graads termen geeft:

-1 =

(o]
]

(-, + ap3a0) = (<D Pr(a; ) +a,

1 1 1170

]

(-1)n'1{Tr(A1’1) + ozﬂ} =

(=D Mlap, + ow + 0 ) + oy} = ()™ 'Tr(a),

22

zodat ook (iii) bewezen is. []

V.1.24h Opmerking: Zijn A en B twee aequivalente (n X n)-matrices uit F,

dan is

Tr(A) = Tr(B).
Bewijs: A en B hebben gelijke karakteristieke veeltermen, zeg:

n n-1 _ _
cOA + c1k t ..ot = det(A - AIn) =

= - n n-1
= det(B - AIn) = dOA + d1k oo+ d .

Gelijkstellen van de (n—1)e graads termen levert volgens V.1.23:
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zodat Tr(A) = Tr(B). O

V.1.25 Opmerking: Is A een (n X n)-metrix uit F met n eigenwaarden

Apsrecs An € F,dan is

Tr(A) = x1 + Ae + ... F kn.
Bewijs: A is aequivalent met een bovendriehoeksmatrix A die als hoofddiago-
nasl-elementen de eigenwaarden van A heeft. (cf. V.1.18 en V.1.19).

Derhalve is

Tr(A) = Tr(d) = A + A, + ... + AL 0
V.1.26. Zij V een n-dimensionale F-vectorruimte en zij ¢ : V > V een F-
lineair endomorphisme van V. We kunnen dan ondubbelzinnig spreken over het
spoor van . Immers, kies een basis [a1,..., an] van V. Dan induceert ¢ ten

opzichte van deze basis een (n x n)-matrix A uit F, gegeven door:
¢ = (V, [a o) 3 (v, ta,..., a 1)
’ 190 8y ’ qocc e Bl

Het spoor van ¢ definiBren we dan te zijn Tr(A). Dat dit een ondubbelzinnige
definitie is, zien we als volgt. Hadden we een andere basis van V gekozen,
zeg [b1,..., bn],dan hadden we een andere (n x n)-matrix B uit F gevonden,

met:
= ( B
6= (V, [byseun, bn]) 3 (v, [o)5..., bn]).
Echter A en B zijn dan aequivalent, zodat Tr(A) = Tr(B). Met andere woorden:
de keuze van de basis [a1,..., an] van V speelt geen rol in de definitie van

het spoor van ¢.

Tot slot van deze paragraaf nog een enkele opmerking over (n x n)-

matrices uit F met n eigenwaarden die alle nul zijn.
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V.1.27 DNotatie: Met

geven we de (n X n)-matrix aan wearvan alle elementen nul

zijn (de (n X n)-nulmatrix).

V.1.28 Notatie: (i) Is A een (n x n)-matrix uit F en is k ¢ N, dan noteren

we:

AM=pene ... en.
——

k keer

(ii) Is V een F-vectorruimte en is ¢ : V>V een F-lineair

endomorphisme van V, dan noteren we:

= odo..odp: V>V
\__ﬂ_—'—/

k keer

voor elke k € N.

V.1.29 Definitie: Een (n x n)-matrix A uit F heet nilpotent als er een
natuurlijk getal k bestaat zodat Ak = On, terwijl boven-
dien A # On'

V.1.30 Voorbeeld: Beschouw de R-vectorruimte E3 met de kanonieke basis

[e1,e2,e3], gegeven door:

1 0 0
e1 = 0 H e2 = 1 H e3 = 0
0 0
€, p¢~_
3, S
1] \\
\\ ¢

-
,
’
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Beschouw het R-lineaire endomorphisme ¢ : E3 > E3 dat gegeven wordt door:

dle,) = e, ; ¢(ey) = eq ; ¢(ej) =0
Dan geldt:

¢3(e1) =d oo dleg)=0c #le,) = ¢(e3) =0,

93(e,) = 0 © 0 0 dley) = ¢ o dleg) = 9(0) =0,

$3(eg) = 0 © ¢ o dleg) = ¢ o 6(0) =¢(0) =0,

zodat het F-lineaire endomorphisme ¢3 : E3 +E3 van E3 de drie basisvecto-

ren e,, e, en eg (en daarmee alle vectoren van E3) op de nulvector afbeeldt.
Als
0 0 O
A= 1 0 0},
o 1 o0
dan is
= A
¢ = (E3, [el,e2,e3]) > (B, [61’52"53])'
Dan volgt:

3 A3
- = (E39 [61,62,63]) - (E3s [e1332333]),

zodat, omdat ¢3(e1) = ¢3(e2) = ¢3(e3) = 0, volgt:

Omdat A # 03,:'.5 A dus een nilpotente (3 x 3)-matrix uit R.

V.1.31 Opmerking: Is A een nilpotente (n x n)-matrix uit F en is )\1 e F

een eigenwsarde van A, dan is )\1 = 0.
Bewijs: Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V. Kies een basis
[31,. ves an] voor V en beschouw het F-lineaire endomorphisme ¢ : V = V van

V, gegeven door:

¢ = (v, agseees an]) 4 (v, (ayseens an]).
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Zij Ak = On' Dan beeldt ¢k alle vectoren uit V af op de nulvector. De
eigenwaarde A1 van A is ook een eigenwaarde van ¢. Dus is er een eigenvector
b, (#0) van ¢ bij A1. Er geldt nu:

o
|

= ¢%(o) = ¢ o 0(b)) = ¢ Apy) = A5 (b)) =

[}

k-2 k-2 2. k-2
M e 06 )) = X0 ) = AT R ) = L =k

Omdat b, # 0 is dus de k® macht van het getal X1 € F nul. Dus is A1 =0.0

V.1.32 Opmerking: Een (n X n)-bovendriehoeksmatrix A uit F waarvan alle

elementen op de hoofddiagonaal nul zijn, is nilpotent.
(a#0.)

Bewijs: Zij

Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V met basis [a1,..., an] en zij

¢ : V>V het F-lineaire endomorphisme, gegeven door:
= (V, la,enes a) B (V, [ag,..n, 2 1),

We zullen bewijzen dat ¢n alle basisvectoren a

afbeeldt. Dan is, omdat

g2+ 28, OD de nulvector

¢% = (v, [a a])éi(v [a a_])
] 1,"" n ? 1"“’ n E ]

tevens bewezen dat A" = On, zodat (mits uiteraard A # On) A nilpotent is.

We bewijzen met volledige inductie naar i de volgende

Bewering: Voor elke i = 1,...,n geldt:

¢i(ai) = 0. (%)
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Bewijs voor deze bewering: Voor i = 1 is de bewering triviaal. (De eerste

kolom van A bestaat uitsluitend uit nullen, zodat ¢(a1) =0.)

Stel nu dat we al bewezen hebben dat geldt:

8(a) = 6%(ay) = ... = 6" (e, _)) = 0.

i-1

Er geldt, zoals direkt uit de i€ kolom van A te zien is:

$la;) = a8, +ay8, + ...+ CTIRIRLID

Dus volgt:

t1(a;) = 657" o 9(a,) = 0* (ayia, + @

1 +

218

i1 i1
007 (ay) + o070 (ay) + . oy g

0, 6872 o bla,) + 0y 87 0 ¢8(ay) + L+ o

i-2 i-3
a1i¢ (0) + a2i¢ (0) + ... +q.
waarmee de bewering bewezen is.
Uit (*) volgt nu voor elke i = 1,...,n-1:
$%(a;) = ¢"7" o ¢¥(e;) = ¢"77(0) = 0.

Ock volgt uit (*): ¢n(an) = 0. Dus beeldt ¢n inderdaad elke basisvector a;

af op 0,zodat de opmerking bewezen is. n

V.1.33 Opmerking: Is A een (n X n)-matrix uit F, dan is A nilpotent dan

en slechts dan als A n eigenwaarden in F heeft die alle

nul zijn (A # On)'

Bewijs: Neem eerst aan dat F = C. Dan heeft A n eigenwaarden in C.

(i) Stel eerst dat A nilpotent is. Volgens V.1.31 is dan elke eigenwaarde
van A nul.

(ii) Neem nu san dat elk der n eigenwaarden van A nul is. Omdat A n eigen-

waarden heeft, is A aequivalent met een (n X n)-bovendriehoeksmatrix A uit

€, die op de hoofddiagonaal de eigenwaarden van A heeft staan. Dus is A een
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bovendriehoeksmatrix met op de hoofddiagonaal uitsluitend nullen. Volgens
V.1.32 1is A dan nilpotent. Zeg: A = On' Nu is er, omdat A ~ A, een regu-
liere (n x n)-matrix S uit € zodat
-1
A =35 'AS.

Er volgt:

A% = (s77as)(s7TAS) e ... o(s7"as) =

s™a(ss™)A(ss™T). ... ens =
=s s =570 s = 0
n n

(ga na!l), zodat A nilpotent is. De opmerking is dus bewezen ingeval F = €.

Neem nu aan dat F = R. A is dan een matrix met re€le getallen. Omdat
elk re€el getal ook een complex getal is, kunnen we A opvatten als een com-
Plexe matrix. A heeft dan n complexe eigenwaarden, die echter volgens het
eerste geval alle nul zijn (en dus in het bijzonder reel), als A nilpotent
is. Als we omgekeerd ervan uitgean, dat alle eigenwaarden van A nul zijn,
dan kunnen we -geheel analoog aan het geval F = C, maar nu met reéle in
pPlaats van complexe matrices- bewijzen dat A nilpotent is.

Hiermee is de opmerking bewezen. []

§V.2. Complexe matrices

V.2.1 Definitie: Zij V een C-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Dan heet

een lineaire combinatie

b = )\1a1 + ...+ Anan,

waarin X1,...,An reéle getallen zijn, een re8le lineaire

combinatie van de basis [a1,..., an].

V.2.2 Opmerking: Is V een C-vectorruimte met basis [a1,..., an] en is W de

deelverzameling van V die bestaat uit alle re&le lineaire

combinaties van [a1,..., an], dan is W op natuurlijke wijze

een n-dimensionale R-vectorruimte met basis [a1,..., an].
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Bewijs: We kiezen in W de door V gelnduceerde optelling en (re8le) scalaire

vermenigvuldiging:

(111&11 + ...+ unan) + (Aa, + ...+ xnan) =

= (uy + A)ay + .. 4 (uy, + A ))ass
Y(wa, + ...+ wa ) = Yie, + ot Yie,

waarbij Myseeealps X1,...,An; Y reéle getallen zijn. Uiteraard is W zo een

R-vectorruimte. Ga na dat [a1,..., an] een basis is voor W. [J]

V.2.3 Definitie: Is V een C-vectorruimte, is [a1,..., an] een basis voor V

en is
W= {ua, + ot e | Myseees W € R}

de R-vectorruimte van re8le lineaire combinaties van

[31,..., an], dan zeggen we dat (W, [a1,..., an]) het

reéle deel is van (V, lagseees an]).

V.2.4 Definitie: Zij V een C-vectorruimte met basis [31,..., an]. Zij
(w, (agseees an]) het reéle deel van (V, [a1,..., an]).

Een C-lineair endomorphisme ¢ : V + V heet een re€el endo-

morphisme van (v, [51,..., an]) als geldt:

o(W) < W.

V.2.5 Voorbeeld: Beschouw de C-vectorruimte C; met de basis [a1,az,a3] ge-

geven door:

a, = (09 1, 1) H &2 = (19'1’ 1) H = (Oa 0"'1)-

1 83

*
Beschouw het C-lineair endomorphisme ¢ : C3 -+ Gg dat gegeven wordt door:

* *
%= (¢3, [a1,a2,a3]) 4 (¢3, [a1,a2,a3]),

waarin:
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Dan is ¢ een reéel endomorphisme van (C;, [31,a2,a3]).0m dit te laten zien,
moeten we aantonen dat elke vector van W als beeld onder ¢ weer een vector
wordt uit W (als (W, [a1,a2,a3]) het reéle deel is van (C;, [a1,a2,a3])).
Welnu, kies een willekeurige vector w uit W, zeg:

w = ]J1(0,1,i) + 112(5-,-1,1) + 113(0,0:"1)
(U1, Hos Mg € R). Dan is

o(w) = (u; + 3u, + Hyla, + (20 + wy)ay + (-u) + Hyles.
Omdat Hys Uy en u3 reéle getallen zijn, zijn ook de getallen

re€el, zodat ¢(w) € W. Dus is ¢ inderdaad een re&el endomorphisme van

*
(03, [a1,a2,a33).

Is [b1,b2,b3] een andere basis van C;, dan behoeft ¢ niet een reéel

endomorphisme te zijn van (C;, EbT’be’b33)! Bijvoorbeeld: kies

b, = (1,0,0) b, = (0,1,0) 3 b3 = (0,0,1).

Ga na dat
¢(b,) = (3, -1-21, 5-ki).

Als (U, [b1,b2,b3]) het re&le deel is van (C;, [b1,b2,b3]),dan is uiteraard

b1 € U. Echter:

¢(b1) =3p, - (1+2i)b2 + (s.ui)b3

is geen reéle lineaire combinatie van de basis [b1,b2,b3], zodat ¢(b1) ¢ U.
Dit betekent:

®(u) ¢ U,
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zodat ¢ geen redel endomorphisme is van (C;, [b1,b2,b3]).

V.2.6 Opmerking: Is V een C-vectorruimte met basis [a1,...,an] en is

¢ : V>V een C-lineair endomorphisme van V, gegeven door:

o= (V, lagyees 2. D) 5 (V, [ag,nen, 2 1)

(wearbij A dus een (n X n)-matrix uit € is), dan geldt:

¢ is een redel endomorphisme van (V, [51,..,, an]) dan

en slechts dan als A uitsluitend reé€le getallen tot ele-

menten heeft.

Bewijs: 2ij (W, layseees an]) het regle deel van (V, [a ,..., an]) en zij

%9 +rr %p

A = . . .
o ve. O
n1l nn

(i) Veronderstel eerst dat ¢ een reéel endomorphisme is van (V,[a1,...,an]).
Dan geldt: ¢(W) © W. We moeten dan bewijzen dat elk element akj van A een
redel getal is. Stel er is een paar indices k,j zodat akj ¢ R. Omdat 8y, € W
en ¢(W) c W is ¢(ak) e W, oftewel:

$lay) = aqaq + oon Fopias ¥ Foge, € W

Mear dan is ¢(a ) een redle lineaire combinatie van [a,,..., & 1. Dus zijn
8y 1 n

O qaeees O » €N in het bijzonder akj’ reéle getallen; tegenspraak. Dus zijn

alle elementen van A reéel.

(ii) Neem nu aan dat A uitsluitend re&le elementen bevat. Kies een wille-

keurige vector w € W, zeg:

Vo= et ...t e

1 o®n (u1,...,uneR).

Dan is wegens

%19 %l [ ™
o) = | Dol ] e (g, o),
o . o u
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waarbij

Omdat elke O

kJ

o(w) = Mag + oo+ Ae,

Ak B S L IR %entn®

en elke uj (k = 1,...,n3 j = 1,...,n) een redel getal is, is

ook elke Ak een redel getal, zodat ¢(w) € W. Dus geldt: ¢(W) c W, hetgeen

betekent dat ¢ een redel endomorphisme is van (V, [a1,..., an]). 0

V.2.7 Opmerking: Zij V een C-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij

(w, layse.ns an]) het reé&le deel van (V, (aqseees an]).

Dan is elke vector b € V op precies &&n manier te schrij-

ven in de vorm:

b=0b_+ib ,
r [¢]

waarbi] br en bc vectoren zijn uit W.
Bewijs: Zij b een willekeurige vector uit V. Zeg:
b= 818,1 + ...t Bnan.

De complexe getallen 81,...,Bn kunnen we schrijven in de vorm

81 =Y, * i61 3 62 =¥, * 152 3 ees 3 Bn =Y, *+ 16n s

waarbij Y, en 6k reéle getallen zijn (k = 1,...,n). Er geldt nu:

b=(ya +...+ypa)+i(da +...+ s )
waarbij
br = Y1a1 + ... + Y. a
en

vectoren zijn uit W.

Veronderstel nu dat we een vector b € V kunnen schrijven als

en ook als

o
[}

B! + ib!',
r ]
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waarbij br’ b;, bc en bé vectoren zijn uit W. We moeten dan nog aantonen dat

hieruit volgt:

Welnu, er volgt, als

= . L 1 .+ |l .
br Y184 e ? Yo 3 br Yiaq Yn2n?
b =8.a, +...+8a 3 b'=8a + ...+ 8'a

c 171 nn c 11 nn

(met v, , Y., 8 8} € Ry k = 1,...,0):

(Y1 + i61)a1 + ...+ (Yn + i )a_ =

= (y% + 16;)6,1 + ...+ (Y& + i8')a_.

Omdat [a1,..., an] een basis is voor V, volgt hieruit:

Y, + a8 =y + i8] (k = 1,...,0),
oftewel:

Y =Y s 5k = 5£ (k = 1,...,n),
zodat

b. =b' 3 b =D

r

Hiermee is de opmerking bewezen. [1

V.2.8 Definitie: Zij V een C-vectorruimte met basis [a1,..., an]; zij
b € V gegeven door:

B

b= E e (v, [a1,..., an]).

B

n
Dan heet de vector b e V, gegeven door

By

o'l
]

e (v, (agseee, an]),

B

n

de complex geadjungeerde vector bij b in (V, [al,..., an]).
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V.2.9 Merk op dat de notatie b in de vorige definitie eigenlijk slordig is,
omdat er niet in wordt aangegeven dat b gedefinieerd is met betrekking tot
de basis [31,..., an] van V. Hadden we een andere basis [b1,..., bn] van V
gekozen, dan hadden we een andere vector van V gevonden die de complex
geadjungeerde vector bij b is in (V, [b1,..., bn]), zoals uit het volgende
voorbeeld blijkt.

V.2.10 Voorbeeld: Kies de C-vectorruimte C*. Kies hieruit de vector

3

b=(1, i, 1+i).

. . *
Kies eerst als basis voor € [a1,a

3 ,a3] met

2

a1=(1,0,0) 3 a2=(o,1,o) 5 a3=(0,0,1).

Dan is
. *
b= i € (c3, Ea1,aa,a3]),
zodat

b, = -i] e (¢;, [a1,a2,a3])

Kies nu eens Ebl’bz’b3] als basis voor C; met
b, = (i,0,0) b, = (0,i,0) b, = (0,0,i).
Dan is
-1

b= | 1 |e (c*

3 [b1,b2,b3]),

| 1-d

zodat de complex geadjungeerde vector van b in (w;, (b1,b2,b3]) is:
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oftewel:
b, = (-1, i, i-1)

en ten duidelijkste is b, # by

V.2.11 Definitie: Zij V een C-vectorruimte met basis [31,..., an]. Defini-

eer de afbeelding
m: VIV ~>C

als volgt. Als

B, Y4
b= E e (v, [a1,..., an]) y c = E e (v, (o seees an]),
Bn Yn

dan is per definitie

m(b,e) = E1Y1 + Eng + ...+ By,

Deze afbeelding T noemen we het hermitisch inproduct in

(v, [a1,...,an7). Het complexe getal T(b,c) noemen we het

hermitisch inproduct van b en ¢ in (V, [a1,...,an]).

V.2.12 Voorbeeld: Kies in C; twee bases [a1,32,a3] en [b1,b2,b3], gegeven
door:

= (1,0,0) a, = (0,1,0) ; =

®
|

3 (0,0,1),

b

1 (i,0,0) ; b, =(1,i,-i) ; b

o (0,i,1+41).

3

Kies vervolgens twee vectoren b,c € C;, bijvoorbeeld:

b= (2,i, 3i+2) 5 c = (1+i, 2-3i, 5).
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Laten vervolgens

e ;e e

de hermitische inproducten zijn in (C;, [a1,a2,a3]), resp. in
*
(m3, [b1,b2,b3]). Er geldt:.

2 =31
b = i ] e (cg, [a1s8585]) 50 = [ -1 | ¢ (cg, [bsb,,050)
3i+2 v 2
1+1 (-2-211i)/5

e = | 2-3i] ¢ (C;, [a1,a2,a3]) 3 ¢ =((=16+Ti)/5] ¢ (w;,[b1,b2,b33).
5 (1-171)/5

Ga na dat geldt:
1T(b,c) = -15i +9 H TT(C,b) = 1Si + 9,
1(b,c) = %(81 - 47i) 5 1(e,b) = %(81 + 47i).

We zien dus dat de definitie van het hermitisch inproduct afhankeliijk is

van de keuze van de basis, en dat bovendien het hermitisch inproduct niet

commutatief is: m(b,c) # w(c,b); T(b,e) # T(c,b).

V.2.13 Opmerking: Zij V een C-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij

™ VIIV->C

het hermitisch inproduct in (V, [31,..., an]). Dan geldt

voor elke W € C en elk drietal vectoren a, b, c uit V:

(i)  m(a,b) = 7(b,a);

(ii) w(atb,c) = n(a,c) + n(b,c);
(iii) m(a,b+c) = n(a,b) + n(a,c);
(iv) 7(pa,b) = pem(a,b);

(v)  m(a,ub) = uen(a,b);

(vi) m(a,a) e R en n(a,a) 2 03

(vii) m(a,a) = 0 dan en slechts dan als a = O.
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Bewijs: Zij
a=a@8, +...+0a ; b= B1a1 + ...+ Bnan 3¢ =v,8y S AN
Dan volgt:
ad (i): m(b,a) = (B1OL1 + ..+ Bnan) =B +...+Ba =
= 810L1 + ...+ Bn 0= 0181 oo+ anB = 1(a,b).
ad (ii): m(a+b,c) = (0.1+B1;Y1 + ...+ Zan+8n5Yn =
= (a1+61)y1 et (an+6n)Yn =
= (o,1y1 + ... +q Yn) + (61Y1 + ...+ Bnyn) =
= m(a,c) + m(b,c).
ad (iii): m(a,b+c) = 51(B1+Y1) + ...+ 0 (B +y ) =
=(aBy + oo +aB )+ (ay, + .o +ay)=
= m(a,b) + m(a,c).
ad (iv): m(ha,b) = (b )B, + ... + (ko )B =woB, +...+uapB =
=u(@ B, + ... +0ap)=1n(a,b),
ad (v): m(a,ub) = a1(uB1) + ...+ an(uBn) = u(a181 + ...+ aan) =
= pen(a,b).
ad (vi): m(a,a) = a0, + +0o0 = |o |2 + + la l2 een niet-
: . 1% cee O 1 cen 15
negatief reéel getal.
ad (vii): m(a,a) = 0 dan en slechts dan als |01.1|2 + ...+ Ianl2 = 0.

Dit is het geval dan en slechts dan als la112 = ... = o 12 = 0 en dit is

n
weer aequivalent met a1 = .. = an = 0, oftewel: a = 0. O
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V.2.14 Opmerking: Zij V een C-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij

T VIV-> ¢

het hermitisch inproduct in (V, [a,,..., a J1). Zij ver-
1 n 41, Ver
volgens [b1,..., bm] een m-tupel uit V, zodat bk #0

(k = 1,...,m). Als voor elk tweetal verschillende indices

k,1 uit {1,...,m} geldt:
m(b,,b)) =0,

dan is [b1,..., bm] een lineair onafhankelijk stelsel.

Bewijs: Veronderstel dat [b1,..., bm] lineair afhankelijk is, Dan zijn er
complexe getallen Hyseoests niet alle nul, zodat

u¢1+...+u$m=0.

Dan volgt, gebruik makend van V.2.13:

o
1

= 1r(u1b1 t ..o tub o, Mby + o+ umbm)

li] !f )
m( o, , U b.) =
e e L R

I T R )
H. (b, ,b.).
N R S !

Nu is ﬂ(bk,bl) =0 als k # 1. Dus vinden we hieruit:

o
L}

m
Lu (b b ) =
kZ1 HicHe ™ P 20

2 2
g 15m(o,,b,) + ee + | Tr(bm,bm). (*)

Nu zijn Iu1|2,..., Iumlz; ﬂ(b1,b1),..., ﬂ(bm,bm) niet-negatieve reéle getal-
len, zodat uit (*) volgt:

2 _ _ 2 <
|U1| n(b-l’b.l) = eee = |11m| "(bm’bm) 0' (**)
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Omdat geen der vectoren b1""’bm nul is, zijn volgens V.2.13 (vii) de ge-

tallen n(b1,b1),..., ﬂ(bm,bm) alle strikt groter dan nul. Dus volgt uit
(%x):

2 _ = 2 _
1% = o= 1% =0,
oftewel:

Hy = e =W = 0,

in tegensprask met de veronderstelling. Hiermee is de opmerking bewezen. [J

V.2.15 Opgave: Ga na dat de omkering van V.2.14 niet geldt.

V.2.16 Definitie: Zi]

nl ° nn

\E . @
nl nn

de complex geadjungeerde matrix bij A.

V.2.17 Voorbeeld:

1431 2 b-i 1-31 2 b+i
A= 3 b+i -1 i A= 3 h-i i
i3 b -3 -

V.2.18 Opmerking: Voor elke (n x n)-matrix A uit € geldt:

Bewijs: Triviaal. (]
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V.2.19 Definitie: Is

811 cre BTn

H .

S : ,
By o B

Bk.j:“,jk (k = 1,...,0n3 1 = 1,...,n),

de hermitisch getransformeerde matrix bij A.

V.2.20 Voorbeeld:

1431 2 bei -3 3 i
A= 3 i i 3 A= 2 44 3
i 3 1Lh+i h+i i 141

V.2.21 Opmerking: Voor elke (n x n)-matrix A uit C geldt:

A= (@7 = ().
Bewijs: Triviaal. [

V.2.22 Opmerking: Voor elke (n X n)-matrix A uit € geldt:

Bewijs: Triviaal. [}
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V.2.23 Opmerking: Voor elke symmetrische (m * n)-matrix uit € met uitslui-

tend reéle elementen geldt:

aA=%=aT =2k

Bewijs: Triviaal. []

V.2.24 Definitie: Een (n x n)-matrix A uit C heet hermitisch (invariant)
als geldt:

V.2.25 Opmerking: Zij V een C-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij

T VIV->C

het hermitisch inproduct in (V, lajseees an]). Zij
¢ : V>V een C-lineair endomorphisme van V en zij A de

(n x n)-matrix uit € zodat

¢ = (v, [agseees an]) 4 (v, Caqseees an]).

Laat ¥ : V > V het C-lineaire endomorphisme zijn van V,

egeven door:

Aﬁ
v = (v, [agseees an]) = (v, (agseees an]).

Dan is voor elke b,c € V:

m($(v),c) = m(b,ple)).
Bewijs: Zij
b=R.a, + ... +Ba : R LT R AL

1™

6(b) = Blay + ... +Bla ble) = ylay + ..o + Yiags
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%9 %n 814 Bin
A= |: : s A= | )
am ann 8n1 Bnn
Dan hebben we (&€& na!):
(1) Bkj = Eﬁk (k = 1,0.0903 J = 15.0.5n);
(ii) Yl'(. = Bk1Y1 + .00 F BknYn (k = 1,.-.,1’1);
(iii) Bl'{ =0 B+ ..t o 8, (k = 1,...,0).
Er volgt:
- n
m(¢(b),e) = Bly, + BIY, Zflﬁk = (volgens (iii))
n n n — R
= 21(05“81 + v By, = kz1(jz1ak58J)Yk= (volgens (i))
i3 ) o
= B. B.Y, = B. v, )B:. =
k=1 g1 OEIE goymy JRETH
= j21(8 Yyt + Bjnyn)ﬁg = (volgens (ii))
n — ——
= 321 Vi = By ¢+ Bv) = w(n,u(ed),

zodat de opmerking bewezen is. []

V.2.26 Stelling: Is A een hermitische (n X n)-matrix uit C,dan zijn alle

n eigenwaarden van A reéel.

Bewijs: Kies een n-dimensionale C-vectorruimte V met basis [a1,..., an].

Zij ¢ :+ V > V het C-lineaire endomorphisme van V dat gegeven wordt door:
¢ = (V, [a o 1) 8 (v, (e a_l)
) 130 By s 12000 Byl
Omdat A hermitisch is kunnen we ook schrijven:

AH
¢ = (v, layseens an]) = (v, layseees @ 1).
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Volgens V.2.25 geldt dan voor elk tweetal vectoren b, c ¢ Ve
m(b,4(c)) = m(o(b),c),
als T : VIV > € het hermitisch inproduct is in (V, la,,..., an])-
Zij nu A een eigenwaarde van A. Dan is X ook een eigenwaarde van ¢. We
kunnen dus een eigenvector b € V van ¢ bij A kiezen met b # 0. Er volgt:
Aem(b,b) = (b, b) = M(b,$(b)) = M($(b),b) = M Ab,b) = A+m(b,b).
Omdat b # O, is volgens V.2.13 (vii) ook m(b,b) # 0, zodat volgt:
A=
Dit betekent dat A een refel getal is. []

V.2.27 Opmerking: Zij V een C-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij A

een hermitische (n x n)-matrix uit € en zij ¢ : V>V

het C-lineaire endomorphisme van V, gegeven door

A
¢ & (V, (ayse.es an]) > (v, (aysenes an]).

Zij voorts m : VIV -+ € het hermitisch inproduct in

(V, [agseees an]). Als A,, Xz twee verschillende (regle)

eigenwearden van A zijn, en b, (resp. b2) is een eigen-

vector ven ¢ bij A, (resp. Xz), dan geldt:

'rr(b1,b2) =

Bewijs: Er geldt (vgl. het bewijs van de voorgaande stelling):

Am(bysb,) = by uAob,) = M(by,0(0y)) = m((by),b,) =

n(A1b1,b2) = A1n(b1,b2).

o)

Omdat A1 reéel is, is X: = A1, zodat volgt:

A2n(b1,b2) = A1n(b1,b2).
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Omdat X1 # Xz volgt hieruit:

ﬂ(b1,b ) =0.0

2

8§V.3. Reéle matrices en inwendige producten

V.3.1 Definitie: Zij V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Beschouw

de functie
¢ : VIIV->R

die als volgt is gedefinieerd: als

o, 81
a=|. e (v, lagseees an]) 3 b= |l € (V, [agseen, an])
%y By

twee vectoren uit V zijn, dan is

¢(a,b) = a161 + ol + aan.

Deze functie ¢ zullen we het inwendig product in

(v, [a1,..., an]) noemen. ¢(a,b) heet het inwendig product

van a en b in (V, [31,..., an]).

V.3.2 Evenals dit het geval was in de vorige paragraaf met het hermitische
inproduct in het geval van complexe vectorruimten, hangt de definitie van ¢
uit V.3.1 uiteraard af van de keuze van de basis [a1,..., an] van V.

Vagk zal echter uit de context duidelijk zijn met betrekking tot welke
basis we het inwendig product gedefinieerd hebben. In dat geval noteren we

ook wel:
<a ,b>

in plaats van ¢(a,b).
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V.3.3 Voorbeeld: Beschouw in R; de bases [e1,e2,e3] en [a1,a2,a3], gegeven

door:

[0
1l

= (1,0,0) 3 e

(0,1,0) ; e

> 5= (0,0,1)

©
|

|

n

1—(1,0,0) H 32-(1,1,0) H (1:131) E

83
*

3

en kies twee vectoren a, b uit R_, bijvoorbeeld:

a=(2,2,1) ;3 b=(0,1,0).

Is nu ¢ (resp. ¥) het inwendig product in (V, [e1,e2,e3]) (resp.
(v, [31,32,33]))ad&n geldt wegens

a=2e, *+ 2e, + ey H b= e, B
a = a, + a3 H b= --a1 + a2 N
dat
d(a,b) = 2:0 + 2+1 + 1.0 = 2
en
P(a,b) = 0°(=1) + 1°1 + 1°0 = 1.

V.3.4 Opmerking: Is V een R-vectorruimte met basis [a1,...,an] en is voor

elk tweetal vectoren a, b € V, <a,b> het inwendig product

van a en b in (V, layseees an]), dan geldt:

(i) <Aa,b> = A<a,b> = <g,\b>;
(ii) <a,b> = <b,a>;

(iii) <a,b+c> = <a,b> + <a,c>;
(iv) <a+b,c> = <a,c> + <b,c>;
(v) <a,a> 2 0;

(vi) <a,a> =0 dan en slechts dan als a = 0,

voor elk drietal vectoren a, b, c € V en elke X € R.

V.3.5 Merk op dat uit (i), (iii) en (iv) volgt dat het inwendig product in
(v, [a1,..., an]) een bilineaire functie is op V en -volgens (ii)- boven-

dien commutatief.
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V.3.6 Opmerking: Is V een C-vectorruimte met basis [a1,..., an] en is

(w, [31,..., an]) het reéle deel van (V, [a1,..., an]),
terwijl

¢ : VIV~ 3 Y : WIW->R

respectievelijk het hermitische inproduct in

(v, (e, an]) en het inwendige product in

(w, (ayseees an]) zijn, dan geldt voor elk paar vectoren

a, b e W:
¢(a,b) = Y(a,b).
Bewijs: Als
a =08, + ...+ o8 5 b = 8151 + ...+ Bnan,

dan zijn OgseeesO 3 81”"’Bn reéle getallen. In het bijzonder geldt:

ak = o (k = 1,...,n).

Derhalve volgt:

¢(a,b) =a B, + ... +En6n =oB, + ... +aB =¥(a,p).0

V.3.7 Opmerking: Is V een R-vectorruimte met basis [31,..., an] en is ¢ het

inwendig product in (V, [a1,..., an]), dan geldt voor elk

tweetal indices i,j € {1,..., n}:

1 als i = j,
i

#(a.,a.) =
J 0 alsi#j.

Bewijs: Dit volgt rechtstreeks uit de definitie van een inwendig product.
(Ga nal) 0

v.3.8 Opgave: Is V een R-vectorruimte met basis Fa1,..., an] en is

[b1,..., bn] een andere basis van V terwijl ¢ het inwendig

product is in (V, [b1,..., bn1), dan behoeft niet te gelden:

¢(ai,aj) =0alsi#jen ¢(ai,ai) = 1. Geef zelf een voor-
beeld.
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V.3.9 Definitie: Is V een F-vectorruimte en is ¢ : VIV > F een bilineaire
functie op V, dan heet ¢ symmetrisch als voor elk tweetal

vectoren a, b € V geldt:
¢(a,b) = ¢(b,a).
V.3.10 Volgens V.3.4 (ii) is, als ¢ het inwendig product is in

(v, [a1,..., an]) (waarbij V een R-vectorruimte is met basis [a1,..., an]),

¢ een symmetrische bilineaire functie op V.

V.3.11 Opmerking: 2ij V een R-vectorruimte met basis [31,..., an]. Zij
¢ : VIV >R een bilineaire functie op V. Zijj vervolgens

¢(a1,a1) ¢(a1,32) . ¢(a1,an)
¢(a2,8.1) ¢(8.2,8.2) s ¢(8.2’8.n)
A= . .

¢(&n,a1) Ceeeeraennaa ¢(an,an)

Dan geldt voor elk tweetal vectoren

% 8,
a=|: € (V, [ag,..., an]) 3 b= e (v, o seees an])
LU "
61
¢(a,b) = (0g5eees an) AL . * )
By
Bewijs:
B, B,
(a1,..., an)A : = {(a1,..., an)A} : =
B, B
BT
n n
= (iZ1 as0(a;,8,),. 00, 121 ai¢(ai,an)) : =
B

n

Strikt genomen is dit matrixproduct een (1x1)-matrix (T) met T € R en
niet het re&le getal T. We zullen dit formele verschil tussen (T) en T
voortaan negeren.
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n n
(.Z ai¢(ai,a1))81 + .00+ () ai¢(ai,an))3n =

i=1 i=1
n n n n
= j-_z.] iZ‘] ai¢(8‘1’8‘3)63 = jZ1 121 ¢(aiai’8jaj) =

L[}
©-
—~

o~
Q
e
©
e
-
[l e =]

; BJaJ) = ¢(a"b)a

zodat de opmerking bewezen is. []

V.3.12 Opmerking: Zij V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Z2ij A

een (n x n)-matrix uit R. Definieer een afbeelding

¢ : VIIV > R

als volgt: is

% 8
a = E e (v, (a,se.es an]) ; b= S e (v, PR an]),
% By

dan is per definitie:

dla,b) = (a,,..., a ) A :

n

Er geldt nu dat de zo gedefinieerde functie ¢ een biline-

aire functie is op V.

Bewijs: Laat U een re8el getal zijn en a, b, c een drietal willekeurig
gekozen vectoren uit V. Zeg:

- b = B1a.1 + ...+ Bnan; e =Y, ..ty a .

We dienen dan de volgende vier eigenschappen te verifidren:

(1) ¢(a+b,c) = ¢(a,c) + ¢(b,c);
(ii) ¢(a,b+c) = d(a,b) + P(a,c);
(iii) ¢(ua,b) = u-d(a,b);

(iV) ¢(3-9]Jb) U‘¢(a,b)-
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ad (i): Y,

¢(a+b,c) (u1+81,..., an+8n)A 5 =

Y4

{(a1,..., an) + (81,..., Bn)}A :
Yn

Y, Y,

= (01,..., an)A E + (B1a~'-a Sn)A . =

.

Y

<

n n

dla,c) + ¢(b,e).

De eigenschappen (ii), (iii) en (iv) bewijze de lezer zelf op een over-

eenkomstige manier. [J

V.3.13 Opmerking: Is V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an], zijn ¢

en | twee bilineaire functies op V en geldt voor elk paar

indices i, j dat
¢(ai,aj) = w(ai,aj).
dan is ¢ = VY.

Bewijs: We moeten laten zien dat voor elk tweetal vectoren a, b e V geldt:
®(a,b) = Y(a,b). Welnu, zij

a=o08, +...+t0a ; b= B1a1 + ...t Bnan,
dan is
n n n n
¢(a,b) = ¢(lz1 alai’ jz«] BjaJ) = 121 jZ1 ¢(aiai; Bjaj) =
n n n n
) 121 321 %i830e5025) 7 121 jZ1 °B¥leey) =
n n n n
=L jz Wosa;,Ba;) = “’(121%1.]21%’ = ¥(a,p). N1
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V.3.14 We kunnen uit de drie voorgaande opmerkingen de gevolgtrekking
maken dat, als V een n-dimensionale R-vectorruimte is en als [51,..., an]
een eenmasl vast gekozen basis is van V, elke bilineaire functie ¢ op V één-
éénduidig wordt bepaald door een (n X n)-matrix A uit R. Deze corresponden-
tie tussen ¢ en A wordt door de keuze van de basis [a1,..., an] van V vast-
gelegd.

Net zoals we eerder de correspondentie tussen lineaire afbeeldingen
en matrices hebben vastgelegd in een notatiewijze, doen we dit nu voor boven-

genoemde correspondentie tussen bilineaire functies en (vierkante) matrices.
V.3.15 Notatie: Is V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an] en is
¢ : VIV ~>R

een bilineaire functie op V terwijl de matrix

k11 ces A1n
A= | :
An1 .o xnn

gedefinieerd is door:

=¢(8‘i’aj) (i=19---’n§ j=1,...,n),

AL
1J
dan noteren we formeel:

¢ = (V, [ag,een, 8 DIV, [ag,..., a 1) 3R

V.3.16 Opmerking: Is V een R-vectorruimte met basis [a1,..., ar], is A een

(n x n)-matrix wit R en is ¢ de bilineaire functie op V,

gegeven door

¢ = (V, lay,..., a, DIV, [a,,..., a]) *R,

dan is ¢ het inwendig product in (V, ayseees an]) dan

en slechts dan als A =1

n’
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Bewijs: Zij ¥ het inwendig product in (v, [31,..., an]). Volgens V.3.13 is

¢ = ¢ dan en slechts dan als voor elk paar indices i, j geldt:

¢(ai’aj) = w(ai,aj).

Nu is

V(a.,a.) =
) 1 als i=j,

zodat we moeten laten zien dat

0 alsi #
¢(ai’aj) = .

als 1 = j

aequivalent is met A = In. Dit volgt echter, omdat:

A11 tr A1n
A= : . s
Xn1 e Xnn

waarbi j Aij = ¢(ai,aj) (1 = 15000503 J = 15000yn). 0

V.3.17 Opmerking: Is V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an], is A een
(n x n)-matrix uit R en is ¢ de bilineaire functie op V
gegeven door:

¢ = (v, Cayseees an])H(V, layseees an]) é‘R,

dan is ¢ symmetrisch dan en slechts dan als A symmetrisch
is.

Bewijs: (i) Is ¢ symmetrisch, den geldt voor elk tweetal vectoren a, b € V:
¢#(a,b) = ¢(b,a). In het bijzonder geldt dan voor elk paar indices i, j dat
¢(ai,aj) = ¢(aj,ai). Dus is A = (¢(ai'aj))i,j een symmetrische matrix.

(ii) Stel nu dat A een symmetrische matrix is. Dan geldt, als

a=oaa, *...+toa b= B1a1 + o, + Bnan
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twee willekeurig gekozen vectoren uit V zijn, dat:

B

¢(a’b) = (a1,..., dn) A .

5, )

Dit is een (1 x 1)-matrix, dus gelijk aan zijn getransponeerde. Derhalve is:

B1
T
¢(a,b) = {(ag,..., an)A oy =
Bn
T
81 o,
= s AT(a1, vy an)T = (31,..., Bn)AT E
B o,
Nu is A = AT, dus:
%
¢(a,p) = (B,,..., BIA| ! = ¢(b,a),
a
n

waarmee de symmetrie van ¢ geverifieerd is. ]

v.3.18 Opmerking: Zij V een R-vectorruimte met basis [a1, ey an] en A een

(n x n)-matrix uit R, 2ij ¢ : V + V het R-lineaire endo-
morphisme van V gegeven door:

Y= (v, fagseess an]) 4 (v, [a1,..., an])

en ¢ de bilineaire functie op V, gegeven door

¢ = (v, [a1,..., an])H(V, lajseens an]) 4 g,

Als < > het inwendig product is in (V, [a1,..., an]),dan
£geldt voor ieder tweetal vectoren a, b € V:

¢(asb) = <a,w(b)>.
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Bewijs: Zi]
a=0a, +...+0a b = B1a1 + ...+ Bnan.
Dan is, als Y(b) = B;&1 + o+ szzan’
)
31 /81\
: = Al . .
1
lSn Bn)
Derhalve:
1
81 61
¢(a,b) = (0"1""’ ot.n)A = (on.l,..., ozn) =
\]
Bn Bn

= ! = )>.n
= 0.181 + ... 4 Gnsr'z <a, Y(b)>.0

V.3.19 Opmerking: Is V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an] en is A

een symmetrische (n X n)-matrix uit R, is ¢ : V > V het

R-lineaire endomorphisme van V dat gegeven wordt door:

¢ = (v, Lagseees an]) 4 (v, lagseees an]),

dan geldt, als < > het inwendig product is in

(v, [8.1,..., a.n]), voor elk tweetal vectoren a, b € V:

<a,d(b)> = <¢(a),b>.
Bewijs: Zij y de bilineaire functie op V, gegeven door:
Y= (v, (ayseees a.n])]'[(V, agsenes a.n]) 4R.
Dan geldt volgens de vorige opmerking:

<a’¢(b)> = ‘b(a,b) H <¢(&) ,0> = <b’¢(a)> = ’»P(b,a)-
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Omdet A symmetrisch is, is ook Y symmetrisch, zodat
<a,$(b)> = Y(a,b) = Y(b,a) = <¢(a),b>. 0

V.3.20 Opgave: Zij V een R-vectorruimte met basis [a1,.. . an]. Zijn A en

B twee (n x n)-matrices uit R en ¢ en § de bilineaire

functies op V gegeven door:

¢ = (v, lajseees an])n(v, Cajseees an]) 4R
- B
Y= (v, [a1,..., a.n])]'[(V, [a1,..., an]) >R,

dan geldt: A = BT dan en slechts dan als voor elk paar vec-
toren &, b uit V geldt: ¢(a,b) = Y(b,a).

V.3.21 Beschouw nu eens de R-vectorruimte E2 met de basis [61’32] waarbij

Kies de volgende vier vectoren a, b, ¢ en d uit E

22
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Intuitief gesproken hebben de vectoren a en b "richtingen" die "onderling
loodrecht" zijn. Hetzelfde geldt voor de vectoren d en b. De richtingen van
a enc of van b en ¢ zijn daarentegen niet loodrecht ten opzichte van elkaar.

Kies twee willekeurige vectoren v, w uit E, met v # 0 en w # 0. Zeg:

2

SR

OA' =8

1 2 1 2
op=vof+ad ; opr=/BSeB

zodat

cos(Y-¢)

cos Y cos ¢ + sin Y sin ¢ =

_OA ,OA' OB, OB

=op "o’ fop OB

aBy +ab,
7. 2 . /o
/&1 o, /BT +8

. (+)
2

Nu zijn de richtingen van v en w onderling loodrecht dan en slechts dan als
cos(y-¢) = 0, oftewel:

<v,w> = 0181 + d232 = 0.

(Uiterasard is < > hier het inwendig product in (Eg, [e1,92]).) Bijvoorbeeld,

voor wat betreft de eerder gekozen vectoren a, b, ¢ en d uit E2:
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<a,b> = 1°(=2) + 21 =0 ; <d,b> = 2+(=2) + he1 =0 3

<a,c> = 1*1+23=T#0 ; <b,c>=(-2)*1+13=1#0 .
Merk op dat we, omdat de definitie van het inwendig product < > in dit

voorbeeld is gekoppeld aan de keuze van de basis [e1,e2] van E2, niet

mogen verwachten dat als we een willekeurige andere basis [a1,a2] van E2

gekozen hadden, ook zou gelden: de richtingen van v en w zijn onderling lood-

recht dan en slechts dan als ¢(v,w) = 0, waarbij ¢ het inwendig product is

in (EE’ [31,a2]). Bijvoorbeeld: kies

o] o)

Dan is

zodat
¢(a,b) = 1+(-3) + 2+1 # 0.

Bovenstaand voorbeeld suggereert dat we kunnen spreken over een soort
"loodrechtheids"~begrip in een vectorruimte, mits we eerst hebben vastgelegd
ten opzichte van welke basis we werken. (We mogen daarbij niet verwachten,
dat dit begrip =-bij keuze van een willekeurige basis- samenvalt met het in

vectorruimten als E2’ E3, enz. intuitieve begrip "loodrecht".)

V.3.22 Definitie: Zij V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij < >
het inwendig product in (V, layseees an]). Een m-tupel
[byseees bm] uit V heet orthogonaal in (V, Lajseets an]),
als voor elk paar verschillende indices i, j ¢ {1,...,m}
geldt:

;505> = 0,

terwijl bovendien voor elke i, bi #Z0 is.
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V.3.23 Voorbeeld: Zij V een 3-dimensionale R-vectorruimte met basis

[a1,a2,a3]. Zij

b, = -a, + 2a 3y b, =2a, - a

1 3 > 1 b, = 2a, + 5a

> 3 H 3 1 + a..

2 3

Dan is, als < > het inwendig product is in (V, [a1,a2,a3]),

<b > = <b,,b> = <b,,b> = 0.

1202 3 223

Derhalve is [b1,b2,b3] een in (V, [a1,a2,a3]) orthogonaal 3-tupel uit V. Ga
zelf na of [a1,a2,a3] een orthogonsal 3-tupel is in (V, [b1,b2,b3]) en in
(v, la,a,,851)!

V.3.24 Opmerking: Zij V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Dean is

elk m-tupel [b1,..., bm] uit V dat orthogonaal is in

(v, [ayseees an]) een lineair onafhankelijk stelsel.

Bewijs: Stel dat [b1,..., bm] lineair afhankelijk is. Dan zijn er m reéle
getallen X1,..., Am te vinden, niet alle nul, zodat

171 mm
Zeg: A1 # 0. Dan geldt:
Dy = Hgby * e T Dy,
(waarbij A
w = - Xi (i=2,...,m) ).

Zij < > het inwendig product in (V, [a1,..., an]). Dan geldt:

= > =
<b b1> <b1, u2b2 + ...+ umbm

= <b1,p2b2> + <b1,u3b3> + ... + <bm,umbm>

= > >
Hp<by,by> + Ua<hy,bo> + o + W <b.,b >, (%)

1°

Omdat [b,,..., b 1 orthogonaal is in (v, lays...s an]),is b, # 0 (zodat ook
<D,sb > # 0), terwijl voor elke i € {2,...,m} bovendien geldt: <b,,b;> = 0.
Dus volgt uit (*):
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> = . . . =
07!<b1,b M0 + U0 + ..u + <0 = 0.

1 3

Tegenspraak. Dus is Eb1,..., bm] een lineair onafhankelijk stelsel. [

V.3.25 Opgave: Is V een R-vectorruimte met basis lagsees an] en is
[b1,..., bm] een lineair onafhankelijk stelsel vectoren uit

V, dan behoeft dit m-tupel niet noodzakelijk orthogonaal te

zijn in (V, (aqseees an]). (Geef voorbeelden in E2!)
V.3.26 Definitie: Zij V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij < >
het inwendig product in (V, [a1,..., an]). Dan is (cf.
V.3.4 ) voor elke vector a ¢ V, <a,a> > 0, zodat

lall = vZares

een (positief) re8el getal is. lal heet de norm van de

vector a in (V, (ayseees an]).

V.3.27 Voorbeeld:

Beschouw in E2 de vector

(3

[e1,e2] met

) ¢ el

Kies als basis voor E2
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Als < > het inwendig product is in (Ez, [e1,e2]), dan geldt:
lall = /<a,a> = Vaf + az

(waarbij llall de norm van a in (Ez, [eT,e2]) is). Nu is /a% + ag de lengte
van het lijnstuk OP in de figuur. Dus in (E2, [e2,e2]) stemt de norm van a
overeen met de "lengte" van a.

Hadden we een andere basis voor E2 gekozen, dan hoeft de norm van een
vector ten opzichte van die basis niet met het "lengte"-begrip in E2 over-—

een te stemmen. Bijvoorbeeld: kies de basis [a1,a2] met

wel) v el

en zij

Is ¢ het inwendig product in (E2, [a1,a2]) en is [lal" de norm van a in

(E2, [a1,a2]), dan vinden we (wegens a = a, - a1):

lall® = /4(a,a) = /(-1)2 + 12 = V2,
terwijl de norm |lall van a in (E2, [e1,e2]) is:

lall = V<a,a> = /0% + 1% = 1.

Men ziet dus dat de norm van een vector afhankelijk is van de basis ten op-

zichte waarvan we werken.

V.3.28 Beschouw in "het platte vlak" een driehoek:
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Een welbekende eigenschap uit de euclidische meetkunde is dan, als a, b
respectievelijk c de lengtes zijn van de respectieve lijnstukken OA, OB en

0OC (zie de figuur):
a+c 2b,

(Deze betrekking heet wel de "driehoeksongelijkheid".) We hebben hiervoor
al opgemerkt dat voor een R-vectorruimte V met basis [a1,..., an] de norm
in (V, [a1,..., an]) een generalisatie is van het lengtebegrip in vector-
ruimten zoals E_. Het blijkt dat we de hierboven omschreven driehoeksonge-

2
lijkheid ook kunnen generaliseren:

V.3.29 Opmerking: Is V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an] en is | |l
de norm in (V, (agseees an]), dan geldt voor elk tweetal

vectoren a, b uit V:
la + vl < llall + (bl

(Zie onderstaande figuur en vergelijk deze met de situa-

tie uit V.3.28.)

:-a+b

Bewijs: Zij < > het inwendig product in (V, [a1,..., an]). Voor elk reéel
getal )\ geldt volgens V.3.L:

<la+b,Aa+db> 2 0,
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oftewel:
<la,Aa> + <Aa,b> + <b,Aa> + <b,b> 2 O.

Omdat <Aa,b> = A<a,b> = A<b,a> = <b,Aa> volgt hieruit dat voor elke A € R
geldt:

<a,a>A% + 2<a,b>\ + <b,b> 2 0. (%)
De discriminant van de kwadratische veelterm in A

<a,a>)° + 2<a,b>\ + <b,b>
is:

l<a,b>2 - L<a,a><b,b>

en het is welbekend dat (*) voor elke A € R geldt dan en slechts dan als

deze discriminant niet positief is, dus:
<a,b>° < <a,a><b,b>.
Hieruit volgt:
<a,b> < ¥<a,a><b,b> = |lall vl (%)

((**) heet "de ongelijkheid van Cauchy-Schwartz"). Uit (**) volgt:

la+b l|2 = <a+b,a+b> = <a,a> + <a,b> + <b,a> + <b,b> =

lal? + IbIP + 2<a,b> <

lal? + 1612 + 2lal.Iol = (tall + 1512,

A

zodat inderdesad geldt:
latoll < llall + Ipll. 0

V.3.30 Definitie: Zij V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Een

m-tupel [b,,..., bm] uit V heet orthonormaal in
(v, lagseees an]) als geldt:
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0 als i # ]
<bi’b’> =
J 1 alsi=j ,

waarbij < > het inwendig product is in (V, [a1,..., an]).

V.3.31 Merk op dat een orthogonaal m-tupel orthonormaal is dan en slechts

dan als elk der vectoren uit dit m-tupel norm 1 heeft.

V.3.32 Voorbeeld: Zij V een 4-dimensionale vectorruimte met basis

[a1,a2,a3,ah]. Beschouw de volgende vectoren:

= . =1 .

158 Yay 3 =203

= _ = 1 .

-'8.1 8-2 H C2 §@b2’

- ) = 1 .

b3 = a3 + 8, c3 3/5 b3a
bh = a3 - ah N = 2/5 bh'

Noteer < > resp. || || voor inwendig product, resp. norm in (V, [a1,...,ah]).

Wegens
<bi’bj> =0 als i # j

is [b1,b2,b3,bh] een orthogonaal Y-tupel in (V, [a1,...,ah]). Echter:
e, Il = Hb2" = "b3” = “bh“ = V2,

zodat [b1,b

[c1,c2,c

2’b3’bh] niet orthonormeal is in (V, [a1,...,ah]). Ga na dat

3,ch] wel een orthonormaal stelsel is in (V, [a1,...,ah]).

V.3.33 2ij V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Omdat elk in

(v, la;s..es @ 1) orthonormasl m-tupel [b,,..., b 1 ook orthogonaal is in
(v, [31,..., a 1), is volgens V.3.24 [b

stelsel., Is m

=]

1200 bm] een lineair onafhankelijk

n, dan is [b1,..., bm] = [b1,..., bn] een basis van V. We

=]

spreken wel over een orthonormale basis in (V, [a1,..., an]).

V.3.34 Opmerking: Zij V een R-vectorruimte met basis [31,..., an]. Zij

[b1,..., bm] een in (V, [a1,..., an]) orthonormasl m-
tupel uit V. Als m < n, dan kunnen we een vector bm+1 eV

kiezen zodat het (m+1)-tupel [b1,..., b bm*1] ortho-

m’
normaal is in (V, [a1,..., &n])'
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Bewijs: Volgens V.3.33 is [b1,..., bm] een lineair onafhankelijk stelsel.
We kunnen dus met vectoren a;,..., aé n uit V dit m-tupel aanvullen tot een
basis [b,,..., b, al,..., aﬁ_m] van V, Definieer nu, als < >, resp. Il |l

het inwendig product, resp. de norm is in (V, [a1,..., an]):

m

' = a' - [
Pner T 29 k; <aqsbye>by

en vervolgens

1

B ———— '

ml o, m+1°
o, 4|

Voor elke index 1 € {1,...,m} geldt dan:

m
< ' > =< > - <a! > > =
LEELM by 5,84 <b1’kz1 8150 > by
m
= (D= 1 =
= <b,,a}> Z <b,, <aj,b> b >
k=1
m
= | - ]
<b ,a}> k_z_1<a1 2D, ><by b > (%)

Omdat [b1,..., bm] orthonormaal is in (V, [al,..., an]), geldt voor k # 1

dat <bk,bl> = 0. Bovendien is <bl’bl> = 1 voor elke 1 ¢ {1,...,m}. Dus volgt

uit (*):

<bl’bi+1> = <b ,a;> - <a!,b,><b,,b,> =

1 1271 1271
= <bl,a{> - <aj,b;> =0 (L=1,...,m).
Dan geldt ook voor elke 1 € {1,...,m}:
S.b > =<b,—— D! >=— < b >=0
12 " m+1 1? o! m+1 lor Il 1’ m+1 ‘
m+1 m+1

Dus geldt in het (m+1)-tupel (byseees ®

lende indices 1, k € {1,...,m+1}:

m? bm+1] voor elk tweetal verschil-

<b,,b, > = 0.

Omdat [b1,..., bm] orthonormaal is in (V, [a1,..., an]) geldt ook:
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Voorts is ook:

2 1 1
= > = ——— ' e [] =
“bm#1" <bm+1’bm+1 <|b' I bm+1’ for . . bm+1>
! m+1 m+1
2
'
I E R L. S L
Ior B BETET e
m+1 m+1

zodat [b1,..., bm, bm+1] een orthonormaal stelsel is in (V, [31,..., an]).

(Omdat b;*1 een lineaire combinatie is van [b1,..., bos a;],waarin niet alle
coéfficiénten nul zijn (zie de definitie van bé+1),en dit (m+1)-tupel uit V
als deel van een basis voor V lineair onafhankelijk is, is bé*1 (en derhalve

b1 (g2 na!)) ongelijk aan de nulvector.) [

V.3.35 Gevolg: Is V een R-vectorruimte met basis la,,..ts an] en is

[biseees bm] orthonormaal in (V, [a1,..., an]) met m < n,
dan is dit m-tupel uit te breiden tot een orthonormale basis
[b1,..., b

weeees 01 in (V, [a,..., a 1),

Bewijs: Dit volgt onmiddellijk door (herhaald) toepassen van V.3.34. (Ga na!)D]

V.3.36 Voorbeeld: Kies in E. de basis [a1,32,a3], gegeven door

3

1 0 0

8, =10 H 32 = H a3 =10 s
0 0 1
en bovendien het 2-tupel [b1,b2] met
V2/2 /3/3
b, =| 0 3 by = Y3/3 .

vV2/2 /3/3

Ga na dat [b1,b2] orthonormaal is in (E3, [a1,32,a3]). We gaan op de manier
zoals geschetst in het bewijs van V.3.34 dit 2-tupel uitbreiden tot een in
(E3, [a1,a2,a3]) orthonormaal 3-tupel (< >, resp. | |l zijn het inwendig

product, resp. de norm in (E3, [a1,a2,a3])).
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Breidt allereerst [b1,b2] uit tot een basis [b1,b2,a;] van E3. Kies

bijvoorbeeld:

o
]
o o

Definieer (de notatie van V.3.34 aanhoudend):

[1/6
bé = a; - <a§,b1>b1 - <aq,b2>b2 = |-1/3
1/6
( na!) en vervolgens:
1/6 /6/6
1 1
b, = ——1b! =— [-1/3 | = |-/6/3
37 Ielll 3 1
3 276 Lise | \-ves6

en controleer dat [b1,b2,b3] inderdaad orthonormaal is in (E3, [a1,a2,a3]).

V.3.37 Definitie: Zij V een R-vectorruimte met basis [31,. ..,a.n]. Een R-
lineair endomorphisme ¢ : V »> V van V heet orthonormaal
in (V, [ag,..., an]) als voor elk m-tupel [b,,..., bm],
dat orthonormsal is in (V, [a.1,..., a.n]),geldt dat ook
[¢(b1),.. . d)(bm)] orthonormaal is in (V, Cayseees an]).

V.3.38 Opmerking: Zij V een R-vectorruimte met basis [‘_a1,..., an]. Zij

¢ : V>V een R-lineair endomorphisme van V en A een

(n x n)-matrix uit R, zodat

¢ =(V, [a;s...s an]) 4 (Vs Taqseees a.n]),

dan is ¢ orthonormasl in (V, [a,,..., a 1) dan en slechts
— 1 n

dan als
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Bewijs: Zij

A11 v A1n
A= | : .
A Y
nl nn
Dan is
Big oeee Mg
AT = | : ,
a1 oec Pog
waarbij
His = Aji (i =1,00050n3 J = 14...,n),
zodat
Vig +er Vip
A= | :
A" s V
nl nn
met

Vij T Hiahgy t Biohoy e U A LS

in'nj
= A LA .+ A LA, +

1105 F Aghoy toees AL

ni'nj

. (%)

Voorts weten we, als < > het inwendig product is in (V, [31,..., an]):

A1k

oa) = |1 | eV, lag.n, o) (k = 1,.. .n),

nk

zodat geldt:

<¢(ai),¢(aj)> = A1ix1j + A21A2j + ...+ Anixnj

(i =1,...,03 j = 1,...,n). Hieruit en uit (*) volgt voor elke i en j:

vis = <olag),bla)>

oftewel:
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<¢(ay),0(a,)> ... <¢(a1),¢(an)>

Ala = : : (%)

.

<¢(a ),0(2,)> ... <¢(a ),0(a )>

(i) Veronderstel eerst dat ¢ orthonormaal is in (V, [a1,..., an]). Omdat
uiteraard (ayseees an] orthonormaal is in (V, [a1,..., an]) (v.3.7 ), is
ook [¢(a1),..., ¢(an)] orthonormaal in (V, (ayseees an]) (en volgens
V.3.33 dus zeker een basis van V, wat inhoudt dat A regulier is). Derhalve
is
0 alsi #J
<¢(ai)’¢(aj)> =

1 als i=j,

oftewel -wegens (*x)-

(ii) Neem nu aan dat AT = a7, Kies een m-tupel [b,,..., bm] uit V dat
orthonormaal is in (V, (agseees an]). We moeten dan laten zien dat ook
[¢(b1),..., ¢(bm)] orthonormasl is in (V, (o seees an]). Zij

ng)
b= | e (V, [a,..0y 2 0) (k = 1,...,m);
glx)
XS
o(b ) = |- € (V, [agseees 8 1) (k = 1,...,m).
i
Dan geldt:
ng) ng)
3 = Al (k = 1,...,m)
(k) g(k)



162
en, door links en rechts te transponeren:

g8\ )
(ygk),..., yik)) = | = (ng),...,ng))-AT.
g(k)
n
D Derhalve geldt:

<4(v;), (b, )> = Ygi)ygj) ...+ YI(li).Y)fl.i) -

ng)
= (yﬁi’, R Yii)) : =
(J)
v,
ng) eﬂj)
G T Y B O A
(3) (3)
8,’ 8,7
wegens ATa =a""a = I . Dus:
(J)
- . 81‘)
<olvy) 000505 = Mgl ] -
(3)
8,
= Bgl)BgJ) L 61(11)8!(1']) = <bi’bj>‘ (xx)

Omdat [bi,..., bm] orthonormaal is in (V, layseees an]) volgt uit (*%x):

0 als i = j
<¢(v,),8(v.)> = C .
1 1 1 alsi =]

zodat [¢(b.l),..., ¢(bm)] orthonormaal is in (V, [a.l,..., an]). Hiermee is

de opmerking bewezen. []

V.3.39 Definitie: Een (n % n)-matrix A uit R heet orthonormaal als
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V.3.40 Merk op dat uit bovenstaande definitie impliciet volgt dat elke

orthonormale matrix regulier is. We formuleren hieronder twee resultaten die

in de bewijsvoering van V.3.38 al bewezen zijn. (Ga na!)

V.3.41 Opgave: Zij V een R-vectorruimte met basis [a;,..., an]. zZij < >

het inwendig product in (V, (ayseees an]) en 2ij¢ : V>V

een R-lineair endomorphisme van V en A een (n X n)-matrix
uit R,zodat

6= (V, lagseees 8,) 3 (V, [ag,enn, 2 1)
dan is

<¢(31)9¢(a1)> oo <¢(31)3¢(3n)>
ATA = :

.

<8(s ),0(a,)> ... <d(a),8(a)>

V.3.42 Opgave: Zij V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij A een

orthonormale (n X n)-matrix uit R en ¢ : V - V het (in

(v, [ays-.es an]) orthonormale) R-lineaire endomorphisme van

V, gegeven door:

¢ = (v, ays.es an]) 4 (v, la .., an]).

Dan geldt voor ieder tweetal vectoren a, b € V:

<¢(a)’¢(b)> <a,b>

(als < > het inwendig product is in (V, [agseses an])).

V.3.43 Voorbeeld:

cos ¢ -sin ¢ V2f2  /6/6 V/3/3
I, ; o -/6/3 V3/3
sin ¢ cos ¢ V2/2 -/6/6 -V3/3

zijn voorbeelden van orthonormale matrices uit R.
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V.3.44 Opmerking: Is V een R-vectorruimte met basis (eys..., a1, dan is
een R-lineair endomorphisme ¢ : V = V orthonormaal in

(v, [a,,..., a 1) dan en slechts dan als het n-tupel
1 n

[¢(a1),..., ¢(an)] orthonormaal is in (V, o seees an]).
Bewijs: Zij
6=V, [a),eees 81) B (V, [ag,e.., o D).
Dan is volgens V.3.41

<pla;),0(a,)> ... <¢(a;),o(a )>

T . .
ATA = . . 3

<¢(a ),d(ay)> ... <¢(an),¢(an)>

¢ is orthonormaal in (V, [a1,..., an]) dan en slechts dan als ATA = In, en

dit is het geval dan en slechts dan als

1als i = j
<¢(ai)’¢(aj)> = { %
0 als i # j,

oftewel, als [¢(a1),..., ¢(an)] een orthonormale basis is in (V,[a1,...,an]).D

V.3.45 Opgave: Is A een orthonormale (n X n)-matrix uit R, dan is

ldet(A) | = 1.

V.3.46 Opgave: Is A een orthonormale (n X n)-matrix uit R, dan zijn ook

A-1 en AT orthonormaal. Is B een tweede orthonormale (n X n)-

matrix uit R dan is ook AB orthonormaal.

V.3.47 Opmerking: Zij V een R-vectorruimte met bases [a1,..., an] en
[oy5.00s b 1. Zij

idv = (v, [31""’ an]) 8 (v, [bysees bn])'

(o,,..., b 1 is orthonormaal in (V, [a,,..., an]) dan

en slechts dan als S een orthonormale matrix is.
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Bewijs: Zij < > het inwendig product in (V, [ayseees an]). Zij voorts

11 n
sV= | co .
Y A
nl nn
Dan is 1
. s~
ldV = (v, [b1,.. , b J) = (v, [a1,.. . an]),
zodat
A1k
b, = | e (v, o seees an]) (*)
Ank

(k = 1,...,n). Zij voorts ¢ : V + V het R-lineaire endomorphisme van V, ge-

geven door:

-1
$=(V, Tagsees 2 ) 5> (V, [a,..., 8 1),

Dan volgt voor elke k € {1,...,n}:

o) = | 1 e (V, lag,..., & 1) (%)

Dus geldt volgens (*) en (*%):

(Byseees bn] = [¢(a1),..., ¢(an)].
Nu is S-1 orthonormaal dan en slechts dan als ¢ orthonormaal is in

(v, [ayseees an]). Volgens V.3.44 is dit aequivalent met de orthonormali-
teit van [¢(a1),..., ¢(an)] =[b,..0s bn] in (V, Caiseees an]). Omdat uit
V.3.46 volgt dat S orthonormaal is dan en slechts dan als s=1 orthonormaal

is (ga na!), is de opmerking bewezen. []

V.3.48 Opmerking: Elke symmetrische (n X n)-matrix A uit R heeft n reéle
eigenvaarden.
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Bewijs: We kunnen A beschouwen als een matrix uit €. Dan is, omdat A symme-

trisch is,

en omdat A alleen reéle elementen heeft,
A =1,
Derhalve volgt:

A= (A

zodat A een hermitische matrix is uit €. Volgens stelling V.2.26 heeft A

dan n reéle eigenwaarden. [J

V.3.49. Opmerking: Bij elke symmetrische (n x n)-matrix A uit R bestaat een

orthonormale (n X n)-matrix S uit R zodat

s~ as

een diagonaalmatrix is.

Bewijs: (Met volledige inductie naar n.) Voor n = 1 is er niets te bewijzen.
Stel nu dat we bij elke symmetrische ((n-1) x (n-1))-matrix S' kunnen kiezen
zodat (S')-1A'S' een diagonaalmatrix is.

Kies een n-dimensionale R-vectorruimte V met basis [a1,. ey an], en zij

¢ : V> V het R-lineaire endomorphisme van V, gegeven door:
¢ = (v, lags.ees an]) 4 (v, (o seees an]).

Omdat A een symmetrische matrix uit R is, heeft A refle eigenwaarden (cf.
V.3.48 ). Kies zo'n eigenwaarde A en laat b1' # 0 een eigenvector zijn bij A
van ¢. Dus:

¢(b;) = M:;.

Definieer nu (als | |l de norm is in (V, [a.1,..., an])):
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—
.

Dan is wegens

= 1 -._).‘.__ [ -

ook b1 # 0 en tevens een eigenvector vap ¢ bij A. Ook geldt:

o, il = 1,

Dus is het 1

-tupel [b1] uit V orthonormaal in (V, [a
1

12000 anJ). Breidt dit
-tupel uit tot een orthonormsle basis

[b1’ Coseres cn]

in (v, [31,..., a 1) (vel. v.3.357),

Zij S, vervolgens de (reguliere)
(n x n)-matrix uit R

> 8egeven door:

S
idv = (v, [a1,..., an]) -1 (v, [b1, Crsenns cn]).

We hebben dan de volgende situatie:

s s (v, Ea1,..., an]) -4, (v, [a1,..., a 1)
lidv lidv - : ls1 ls1

— Vv (V;[b1, ,c2,...,cn]) s

B
cprenesey)) ~Br (vrp,

waarbi j

- -1
B = 5,As]

€ (ga na!). Volgens V.3.47

is, omdat [b
(v, [a1,..., an]), s,

12 Coseney cn] orthonormasl is in
€en orthonormale matrix. Derhalve geldt:

T.T

T _ -1\T _ T _ - -1 _
B™ = (s,as7")" = (s,457) 5,478, 8,457 =B,

zodat B een Symmetrische matrix is. Omdat
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6= (V, Iy, cpyeeny 1) B (V, b, cpyenny e 1)

en ¢(b1) = Ab1 is B een (n x n)-matrix uit R van de vorm:

o

o

zodat

waarbij B1 een symmetrische ((n-1) x (n-1))-matrix is uit R. Kies bij B1 een

orthonormale ((n-1) x (n-1))-matrix T, uit R zodat

-1
T1 BTT1

een diagonaalmatrix is. Definieer:

.
-

Dan ga de lezer na dat geldt:
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10 0 10 . 0
0 0

S, = | T11 : (T1)T / (Se) ’
0 0

zodat 82 een orthonormale matrix is. Ook controlere men:

1 0 0 A0 0 10 ... O
0 0 0
-1
S, BS, = -1 . =
2 . 'I‘.l B1 : T1
0 0 0
A0 . 0
0

L}
—
O eee

=)
-
—
oo}
H

en dit is een diagonaalmatrix. Omdat S1 orthonormaal is, is ook S;1 ortho-
normaal. 52 is eveneens orthonormeal, zodat 82182 ook orthonormaal is. We

hebben dus een orthonormale matrix

-1
R =8]8,

zodat

s o (a=la y=TareTa ) = a=1 e o o=
R™'AR = (87'8,)7 A(S]'S,) =55 (5,A87 )8, = 5, BS,

en we hebben gezien dat S;BS2 een diagonaalmatrix was. Hiermee is de op-

merking bewezen. []

V.3.50 Opmerking: Zij V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij A
een symmetrische (n x n)-matrix uit R. Z2ij ¢ : V > V het

R-lineaire endomorphisme van V dat gegeven wordt door:

6= (V, [ag,ener & D) B (V, Tags.nn, & 2).
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Dan bestaat er een orthonormale basis [b1,..., bn] in

(v, [a1,..., an]) die geheel uit eigenvectoren van ¢
bestaat.

Bewijs: Er bestaat volgens V.3.49 een orthonormale matrix S uit R zodat

een diagonaalmatrix is. Omdat A sequivalent is met D via bovenstaande

relatie is er een basis [b1,..., bn] voor V zodat

v -4 v (V, [oyyeey B 1) L, (v, [byseevs B.1)
[ :
vy (V, Capseens a]) A5 (V, Lag,..., o 1),
Als
A
.o
D= . s
0 A
n

dan zijn -omdat A en D aequivalent zijn- A .s An de eigenwaarden van A

19
(en van ¢). Uit

_ D
¢ = (v, (oy,seeny bn]) > (v, [byseees bn])
volgt bovendien:
¢(bk) = xkbk (k = 1,...,n),

zodat elke bk een eigenvector van ¢ bij Ak is. Omdat S orthogonaal is, is
ook S'1 orthogonasal. Wegens
S—1
ldv = (v, [a1,..., an]) — (v, [b1,..., bn])

volgt hieruit met V.3.47 dat [b1,..., bn] een orthonormale basis is in
(v, [a1,..., an]).ﬂ
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V.3.51 Opmerking: Zij V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij A

een symmetrische (n x n)-matrix uit R en ¢ een R-lineair

endomorphisme van V zodat

¢ = (v, [a1,..., an]) 4 (v, [a1,..., an]).

Zijn >\1 yeoes )\m m verschillende reéle eigenwaarden van A

en zijn LPERER bm vectoren uit V zodat bi # 0 en b, een

eigenvector van ¢ bij )\i is (i = 1,...,m), dan is
[byseens bm] orthogonaal in (V, lagseens an]).

Bewijs: Zij < > het inwendig product in (V, [a1,..., a.n]). Kies twee wille-
keurige indices i, j ¢ {1,...,m} met i # j. We moeten bewijzen dat

<bi’bj> = 0. Welnu, volgens V.3.19 geldt:

A;<by,bs> = <Aiby,be> = <gby,bs>

> = <b. .b.> .<b. >,
<bi’¢bJ bl’AJbJ )\J bl’b

J

Omdat Ai # Aj volgt hieruit dat <bi,bj> =0.0
V.3.52 Voorbeeld: Beschouw de symmetrische (3 x 3)-matrix

/2 1/2 0
A= 1/23/20 .
o 0 2

We gaan een orthonormale matrix S zoeken, zodat

s~ as

een diagonaalmatrix is. Hiertoe kiezen we de R-vectorruimte R3 met basis

[e1 ,e2,e3] , gegeven door:

1]
N
"
o
ws
(]
[}
-
-
(0]
]
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De methode om zo'n S te bepalen is beschreven in het bewijs van V.3.50 :
We construeren een orthonormale basis [b1,b2,b3] in (R3, [e1,e2,e3]) die uit

eigenvectoren bestaat van het R-lineaire endomorphisme ¢ vaniRB, gegeven

door:
¢ = (R,, [e,,e,,e.]) é-(R [e,,e ,e_])
32 "T12T2T3 3? 197227377
Is S de matrix, bepaald door
idR3 : (B3’ [b13b2ab3]) § (R3g [81,62,83]),

dan is, wegens

-1
R b,1) S A (B, [b,,b,,057)

R, Ry (RB, (o, 50,
e, [, - Is Is
A
R3 R (R3, [e1,e2,e3]) —_— (R3, [e1,e2,e3]),

en omdat b1, b2 en b3 eigenvectoren zijn van ¢, S_1AS een diagonaalmatrix.
Ock is, omdat [b1,b2,b3] orthonormaal is in (RB’ [e1,e2,e3]) en omdat

-1
. _ S
1d‘R3 = (R39 [61,62,63]) - (R3, [b1ab2’b3])

volgens V.3.4T s™! (en daarmee S) orthonormaal.
We gaan eerst de eigenwaarden van A bepalen. Het karakteristieke poly-

noom van A is:

A 3 o
= 1 3 _ 2
det(A - AI3) =det| 5 3-X O =(1-=2)(2-21)
' 0 0 2=-A

Dus X1 = 1 (enkelvoudig) en Xz = 2 (dubbeltellend) zijn de drie eigenwaarden
van A.

Nu gean we de eigenvectoren bij l1 en A2 van ¢ bepalen. Een vector
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is een eigenvector van ¢ bij A1 (resp. K2) als ¢(x) = x (resp. ¢(x) = 2x),

oftewel (ga na!) als

x, x, x, x,
Alx, | = | x, (resp. A x, | =2 % ).
xg %y x5 x5

Het linker stelsel levert de oplossingen:

Xy 1
Xy, | =u -1 (4 € R)
x3 0
en het rechter stelsel:
X, 1
Xp | =V 1| vV, 2 (v1, v, € R).
1
x3 2

We kennen nu alle eigenvectoren van ¢. Nu moeten we een orthonormale
basis [b1,b2,b3] in CR3, [e1,e2,e3]) van eigenvectoren kiezen. Hiertoe gaan
we allereerst een in (R3, [e1,e2,e3]) orthogonaal 3-tupel [c1,c2,c3] van

eigenvectoren kiezen. Met de definities

C. (1 = 132,3)

krijgen we dan het verlangde 3-tupel [b1,b2,b3] (ga na!).

Volgens V.3.51 1is elke eigenvector bij A1 in.(R3, [e1,e2,e3]) ortho-
gonaal met elke eigenvector bij Ag. Als we dus een in (R3, [e1,e2,e3])
orthogonasal 2-tupel [02,c3] van eigenvectoren bij Xz kiezen en een willekeu-
rige eigenvector ¢, # 0 bij A1, dan is het 3-tupel [c1,c2,c3] orthogonaal

in (R3, [e1,e2,e3]). Kies als eigenvector c, bij X1 bijvoorbeeld:

1

Kies vervolgens een eigenvector s bij AE’ bijvoorbeeld:
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2ij

een tweede eigenvector bij )\2.
Zij < > het inwendig product in (R3, [e1,e2,e3]). Opdat het 2-tupel
[02,c3] orthogonaal zij in (]R3, [e1,e2,e3]), moet dan gelden:

1 1

2
<02,c3>=<1 s, V. [ 1] + v 2>=6v1+6v2=o.
1

Kies bijvoorbeeld: v, = 1 en v, = -1. Dit levert:

We hebben nu de verlangde in (R3, [e1,e2,e3]) orthogonale basis

1 1

-
-

] ]
- -
()

[eqscpiegd = L |1 |,
0 2 1

van eigenvectoren van ¢. Omdat
||c1|| =/2 e, Il = B ||c3|| = /3

krijgen we als in (R3, [e1,e2,e3]) orthonormale basis van eigenvectoren

van ¢:

V2/2 v6/6 -v3/3
[o,,b,,051 = [ (272 |, |V6/6 |5 |-V3/3] 1.
0 v6/3 V3/3
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Omdat
id. = §
i, = Ry [0,055051) 3 (B, [ey,ep,e5])
vinden we hieruit (ga na!):
v2/2 /616 -/3/3

-V2/2 -V6/6 -v3/3
0 v/6/3  V3/3

S

De lezer controlere dat

o o
o N O
N o o

V.3.53 Beschouw een R-vectorruimte V met basis [a1,..., an]. Zij < > het

inwendig product in (V, [a1,..., an]). We hebben gezien dat geldt:

(i) < > is een symmetrische bilineaire functie op R;
(ii) voor elke a € V is <a,a> > 0;
(iii) <a,a> = 0 dan en slechts dan als a = 0.

We definiéren nu algemeen, analoog san (ii) en (iii) hierboven:
V.3.54 Definitie: Zij V een R-vectorruimte en zij
¢ : VIV~>R

een bilineaire functie op V. ¢ heet positief definiet
als geldt:

(i) voor elke & ¢ V is ¢(a,a) 0

(ii) ¢(a,a) = 0 dan en slechts dan als a = 0.

V.3.55 QOpmerking: Is V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an], dan is

het inwendig product < > in (V, Cagseens an]) een posi-

tief definiet symmetrische bilineaire functie op V.
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Bewijs: ef. V.3.53. 0]

We kunnen de vorige opmerking ook omdraaien:

V.3.56 Stelling: Zij V een R-vectorruimte. Zij

¢ : VIV~ R

een positief definiete symmetrische bilineaire functie op

V. Dan bestaat er een basis [b.,..., b_] voor V zodat ¢
1 nT — =

het inwendig product is in (V, [b1,..., bn]).

Bewijs: Zij A de (n x n)-matrix uit R, gegeven door:
¢ = (v, [a a 1I(V, [a a 1) 3R
» lagseees &) > lagseee, &) .
7Zij vervolgens Y : V » V het R-lineaire endomorphisme van V zodat
y=(V, [a e 1) 3 (v, [a a 1)
s [agseees B » [ay,..., 2 0).

Omdat ¢ symmetrisch is, is A een symmetrische matrix. We kunnen dan een in
(v, [a1,..., an]) orthonormale basis [c1,..., cn] van V kiezen die geheel

uit eigenvectoren van  bestaat. Zeg:

W(ci) = Aici (i =1,...,n).

Omdat ¢ positief definiet is, en elke c; # 0, volgt:
¢(ci,ci) >0 (i =1,...,n),

zodat we kunnen definiéren:

b. = — .. (i =1,...,0).

. o(c; ,e;) *

Dan zijn ook b1,..., bn eigenvectoren van Y en geldt:

P(ov.) = A.b. (i =1,...,0),

1 11

zoals gemskkelijk valt na te gaan.
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Als T het inwendig product is in (V, [b1,..., bn]) dan is het volgens
V.3.13 voldoende om te laten zien dat voor elk tweetal indices
i, j e {1,...,n} geldt:

0 als i = j
®(b.,b.) = m(b.,b.) =
td 1 1 als i =j.

Welnu, zij < > het inwendig product in (V, EET""’ an]). Dan geldt:
(i) als i # j:

= J> = .b.> = . . 2=
¢(bi,bj) <bi,w(bJ) <bi,AJbJ> AJ<b1,bJ>

1 1 As
= A, < c. c.> = . <c.,cj>.

I Al ) 1’/¢<cj,cj) J —/¢(ci,ci)¢(cj,cj) :

Omdat [c1,..., cn] orthonormaal is in (V, [a1,..., an]) is <ci,cj> = 0,
zodat ¢(bi,bj) =0 als i # j.

(i1) N
- = =———-‘i =
0(b;,b5) = <o, ¥(b> = A;<b; b, > Wegaeg) 010057

1

1
= ——— <.
¢(ci,ci) ¢

A C.> =
i7i ¢(°i’°i)

1 =
<Ci,\b(ci)> =$(—E_i—,-(;;-)_ ¢(ci,ci) = 1.

Hiermee is de stelling bewezen. []

V.3.5T Voorbeeld: Beschouw de bilineaire functie ¢ op RB’ gegeven door:

o, B
! 3 1 1 3
O {ay |5 [ Byl ) =508, + 50,8, + 50,8, + 50,8, + 20,8,
%3 By

Ga na dat ¢ inderdaad bilineair en bovendien symmetrisch is. Wegens

% % 2 8
_ 3 1 2 2
o( {ay |5 | ay)) =350(0y + §a2) * 5oyl + 203
%3 O3

is ¢ ook positief definiet (ga na!). Voorts is, als
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1 0 0
e, = 0 H e, = 1 s e3 = 0
0 0
en
3/2 1/2 0
A= {1/2 3/2 0
0 0 2

¢ = (B3, [e1,e2,e3J)H(R3, [e1,62,e3]) 4 g

Zij vervolgens Y het R-lineair endomorphisme van R_, gegeven door:

3

V= (Ry, [epsepmes]) B (Ry, [esepel]).

Dan weten we uit voorbeeld V.3.52 dat [c1,c2,c3] met
v2/2 v6/6 -v3/3
c, = -v2/2 3 e, = v6/6 3 ey = -v3/3
0 v6/3 V3/3

een orthonormale basis in (R3, [e1,e2,e3]) is, die geheel bestaat uit eigen-

vectoren van Y. Nu is
¢(c1!c1) = 1 ; ¢(02,02) = 2 ; ¢(C3,C3) = 2 ]

zodat we (de notatie uit V.3.57 volgend) als basis [b.,b b3] verkrijgen:

12722
v2/2 V3/6 -v6/6
b, = -v2/2 3 by = v3/6 5 b3 = [ -/6/6
0 v3/3 v6/6

(waarbij b1,b2 en b3 gedefinieerd waren door:

b, = ——— ¢, (i = 1,2,3)).

* (e, ,e,) .

Dus ¢ is het inwendig product in (R3, [b1,b2,b3]). Kies bijvoorbeeld:
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Dan vinden we enerzijds

(8,5) = 3¢1e1 + 2elel + 2e0e1 + 30001 + 20141 = L,
5

2 3 2
Wegens
V2/2
a=| /3| ¢ (Ry, [b,,b,,0,1)
0
en
0
b= [W3/3] ¢ (33, [b,,b,,b51)
-v6/3

vinden we anderzijds dat het inwendig product van a en b in (R3, [b1,b2,b3])

is:

1/5. M (-l =
5/2:0 + V3:3/3 + 0+ (-3/6) = L.
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*)

Lijst van symbolen

A-1

A~B

<a,b>
¢ = (V, [a,ees & DV, [ay,..., 2 1) 3R
lal

g

Zie ook Deel 1, blz.

III.3. 8
III.3.29
IV.1. 1
Iv.1. 1
.1, 7
Iv.1. 7
v.1.22
v.1.27
v.1.28
V.1.28
v.2. 8
V.2.16
V.2.19
V.3. 2
V.3.16
V.3.26



Ingex *)

Aequivalentie (van matrices)

Aequivalentie (van homogene stelsels)
Antisymmetrische n-lineaire functie

Bilineaire functie

Cauchy-Schwartz (Ongelijkheid van =)

Complex geadjungeerde matrix

Complex geadjungeerde vector

Eigenruimte

Eigenvector

Eigenwaarde van een endomorphisme

Eigenwaardé van een matrix

Hermitisch getransformeerde van een matrix
Hermitisch inproduct

Hermitische matrix

Homogeen stelsel

Homogeen stelsel, geassocieerd met een lineair stelsel
vergelijkingen

Homogeen stelsel, gelnduceerd door een matrix
Inverse matrix

Inwendig product

Karakteristieke veelterm

Kolommen-rang

n-Lineaire functie

Lineaire handeling

Lineair stelsel vergelijkingen

Lineair stelsel vergelijkingen (Matrix van een -)
Lineair stelsel vergelijkingen (Uitgebreide matrix van een -)
Nilpotente matrix

Norm

Nulmatrix

Ontwikkelen naar een kolom

Ontwikkelen nasar een rij

Oplossing van een lineair stelsel vergelijkingen

Oplossingsruimte

*)

Zie ook Deel 1, blz.
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IT1.3.29
Iv.2. 6
III.1. 6
IIT.1. 3
V.3.29
V.2.16
v.2. 8
V.1. 9
V.1, 7
V.. b
V.1. 5
V.2.19
v.2.11
v.2.2k
Iv.2. 2
Iv.3. L
w.2. 7
III.3. L
V.3. 1
vV.i. 6
Iv.1. 2
III.1. 2
II1.3.15
v.2. 1
Iv.2. 5
IV.3. 2
V.1.29
V.3.26
v.1.27
III.2.12
III.2. 9
Iv.2. 3
IV.2.15
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Orthogonaal m-tupel
Orthonormale basis
Orthonormaal endomorphisme
Orthonormale matrix
Orthonormaal m-tupel
Positief definiet

Rang van een matrix

Re€el deel

Reéel endomorphisme

Reéle lineaire combinatie
Reguliere matrix
Rijen-rang

Spoor van een endomorphisme
Spoor van een matrix

Symmetrische bilineaire functie

*

.3.22
.3.33
.3.37
.3.39
.3.30
.3.5k
IV.1.15
v.2. 3
v.2. L
v.2. 1
IIT.3.11
Iv.1. 2
V.1.26
V.1.22
V.3. 9

<< g < <« <



183

Literatuur
[1] Beaumont, R.A., Linear algebra, Harcourt, Bruce & World, New York
ete., 1965.
[2] Bor, J.F.H., Vraagstukken over lineaire algebra, Wolters-Noordhoff,
Groningen, 1965.
[3] Bronson, R., Matrix methods; an introduction, Academic Press,
New York etc., 1969.
[4] Lang, S., Linear algebra, Addison-Wesley, Reading (Mass.), 1966.
[51 Lipschutz, S., Theory and problems of linear algebra, McGraw-Hill,
New York etc., 1968.
[6] Mostow, G.D. & J.H. Sampson, Linear algebra, McGraw-Hill, New York
etec., 1969.
[7] Noble, B., Applied linear algebra, Prentice-Hall, New Jersey, 1969.
[8] Rootselaar, B. van, Lineaire algebra, Wolters-Noordhoff, Groningen,
1971.
[9] School Mathematics Project, Linear algebra and geometry, Cambridge
Univ. Press, Cambridge, 1970.
[10] Steggerda, B.W. e.a., Vraagstukken over analytische meetkunde en

lineaire algebra, Delftse Uitgeversmaatschappij, Delft, 1958.






OVERIGE UITGAVEN IN DE SERIE MC SYLLABUS

Onderstaande uitgaven zijn verkrijgbaar bij het Mathematisch Centrum,
2e Boerhaavestraat 49 te Amsterdam-1005.

MCS 1.1 F. GOBEL & J.VAN DE LUNE, Leergang Besliskunde,. deel 1: Wiskundige
basiskennis, 1965.

Mcs 1.2 J. HEMELRIJK & J. KRIENS, Leergang Besliskunde, deel 2: Kansberekening,
1965.

MCSs 1.3 J. HEMELRIJK & J. KRIENS, Leergang Besliskunde, deel 3: Statistiek,
1966.

MCS 1.4 G. DE LEVE & W. MOLENAAR, Leergang Besliskunde, deel 4: Markovketen,
en wachttijden, 1966

MCS 1.5 G. DE LEVE & J. KRIENS, Leergang Besliskunde, deel 5: Inleiding tot
de mathematische besliskunde, 1966.

MCS 1.6a B. DORHOUT & J. KRIENS, Leergang Besliskunde,. deel 6a: Wiskundige
programmering 1, 1968.

MCS 1.7a G. DE LEVE, Leergang Besliskunde, deel 7a: Dynamische programmering 1,
1968.

MCS 1.7b G. DE LEVE & H.C. TIJMS, Leergang Besliskunde, deel 7b: Dynamische
programmering 2, 1970.

MCS 1.7c G. De LEVE & H.C. TIJdMsS, Leergang Besliskunde, deel 7c: Dynamische
programmering 3, 1971.

MCS 1.8 J. KRIENS, F. GOBEL & W. MOLENAAR, Leergang Besliskunde, deel 8:
Minimaxmethode, netwerkplanning, simulatie, 1968.

MCS 2.1 G.J.R. FORCH, P.J. VAN DER HOUWEN & R.P. VAN DE RIET, Colloquium
stabiliteit van differentieschema's, deel 1, 1967.

MCS 2.2 L. DEKKER, T.J. DEKKER, P.J. VAN DER HOUWEN & M.N. SPIJKER,
Colloquium stabiliteit van differentieschema's, deel 2, 1968.

MCS 3.1 H.A. LAUWERIER, Randwaardeproblemen, deel 1, 1967.
MCS 3.2 H.A. LAUWERIER, Randwaardeproblemen, deel 2, 1968.
MCS 3.3 H.A. LAUWERIER, Randwaardeproblemen, deel 3, 1968.
MCS 4 H.A. LAUWERIER, Representaties van groepen, 1968.
MCS 5 J.H. vaN LINT, J.J. SEIDEL, P.C. BAAYEN, Colloquium discrete

wiekunde, 1968.
MCS K.K. KOKSMA, Cursus ALGOL 60, 1969.
MCS Collequium moderne rekenmachines, deel 1, 1969.
MCS H. BAVINCK & J. GRASMAN, Relarxatietrillingen, 1969.

.1 T.M.T. COOLEN, G.J.R. FORCH, E.M. DE JAGER & H.G.J. PIJLS,
Colloquium elliptische differentiaalvergelijkingen, deel 1, 1969.

6
7.1
MCS 7.2 Colloquium moderme rekenmachines, deel 2, 1969.
8
9

MCs

MCS 9.2 W.P. VAN DE BRINK, T.M.T. COOLEN, B. DIJKHUIS, P.P.N. DE GROEN,
P.J. VAN DER HOUWEN, E.M. DE JAGER, N.M. TEMME & R.J. DE VOGELLAERE,
Colloquium elliptische differentiaalvergelijkingen, deel 2, 1970.

Mcs 10 J. FABIUS & W.R. VAN ZWET, Grondbegrippen van de waarschijnlijk—
heidsrekening, 1970.



MCs

MCs
MCSs

MCs

MCs

MCs

* MCS

MCs

MCSs

MCSs

MCSs

MCs

MCSs

* MCS

12
13

15.1

15.2

15.3

16.1

17.1

17.2

18

19

20

H. BART, M.A. KAASHOEK, H.G.J. P1JLS, W.J. DE SCHIPPER & J. DE VRIES,
Colloquium halfalgebra's en positieve operatoren, 1971.

T.J. DEKKER, NMumerieke algebra, 1971.

F.E.J. KRUSEMAN ARETZ, Programmeren voor reKenautomaten;
De MC ALGOL 60 vertaler voor de EL X8, 1971.

H. BAVINK, W. GAUTSCHI & G.M. WILLEMS, Colloquium approximatie—
theorie, 1971.

T.J. DEKKER, P.W. HEMKER & P.J. VAN DER HOUWEN, Colloquium stigjve
differentiaalvergelijkingen, deel 1, 1972.

P.A. BEENTJES, K. DEKKER, H.C. HEMKER, S.P.N. VAN KAMPEN &
G.M. WILLEMS, Colloquium stijve differentiaalvergelijkingen,
deel 2, 1973.

P.A. BEENTJES e.a., Colloquium stijve differentiaalvergelijkingen,
deel 3.

L. GEURTS, Cursus programmeren, deel 1: De elementen van het
programmeren, 1973.

L. GEURTS, Cursus programmeren, deel 2: De programmeertaal ALGOL 60,
1973.

P.S. STOBBE, Lineatre algebra, deel 1, 1974.
P.S. STOBBE, Lineaire algebra, deel 2, 1974.

F. VAN DER BLIJ, H. FREUDENTHAL, J.J. DE JONG, J.J. SEIDEL &
A. VAN WIJNGAARDEN, Een kwart eeww wiskunde, Syllabus van de
Vakantiecursus 1971, 1974.

A. HORDIJK, R. POTHARST & J. TH. RUNNENBURG, Optimaal stoppen van
Markovketens, 1974.

T.M.T. COOLEN, P.W. HEMKER, P.J. VAN DER HOUWEN & E. SLACHT,
ALGOL 60 procedures voor begin— en randwaardeproblemen.

De met een * gemerkte uitgaven moeten nog verschijnen.



	02492581   17.2.tif
	02492582.tif
	02492583.tif
	02492584.tif
	02492585.tif
	02492586.tif
	02492587.tif
	02492588.tif
	02492589.tif
	02492590.tif
	02492591.tif
	02492592.tif
	02492593.tif
	02492594.tif
	02492595.tif
	02492596.tif
	02492597.tif
	02492598.tif
	02492599.tif
	02492600.tif
	02492601.tif
	02492602.tif
	02492603.tif
	02492604.tif
	02492605.tif
	02492606.tif
	02492607.tif
	02492608.tif
	02492609.tif
	02492610.tif
	02492611.tif
	02492612.tif
	02492613.tif
	02492614.tif
	02492615.tif
	02492616.tif
	02492617.tif
	02492618.tif
	02492619.tif
	02492620.tif
	02492621.tif
	02492622.tif
	02492623.tif
	02492624.tif
	02492625.tif
	02492626.tif
	02492627.tif
	02492628.tif
	02492629.tif
	02492630.tif
	02492631.tif
	02492632.tif
	02492633.tif
	02492634.tif
	02492635.tif
	02492636.tif
	02492637.tif
	02492638.tif
	02492639.tif
	02492640.tif
	02492641.tif
	02492642.tif
	02492643.tif
	02492644.tif
	02492645.tif
	02492646.tif
	02492647.tif
	02492648.tif
	02492649.tif
	02492650.tif
	02492651.tif
	02492652.tif
	02492653.tif
	02492654.tif
	02492655.tif
	02492656.tif
	02492657.tif
	02492658.tif
	02492659.tif
	02492660.tif
	02492661.tif
	02492662.tif
	02492663.tif
	02492664.tif
	02492665.tif
	02492666.tif
	02492667.tif
	02492668.tif
	02492669.tif
	02492670.tif
	02492671.tif
	02492672.tif
	02492673.tif
	02492674.tif
	02492675.tif
	02492676.tif
	02492677.tif
	02492678.tif
	02492679.tif
	02492680.tif
	02492681.tif
	02492682.tif
	02492683.tif
	02492684.tif
	02492685.tif
	02492686.tif
	02492687.tif
	02492688.tif
	02492689.tif
	02492690.tif
	02492691.tif
	02492692.tif
	02492693.tif
	02492694.tif
	02492695.tif
	02492696.tif
	02492697.tif
	02492698.tif
	02492699.tif
	02492700.tif
	02492701.tif
	02492702.tif
	02492703.tif
	02492704.tif
	02492705.tif
	02492706.tif
	02492707.tif
	02492708.tif
	02492709.tif
	02492710.tif
	02492711.tif
	02492712.tif
	02492713.tif
	02492714.tif
	02492715.tif
	02492716.tif
	02492717.tif
	02492718.tif
	02492719.tif
	02492720.tif
	02492721.tif
	02492722.tif
	02492723.tif
	02492724.tif
	02492725.tif
	02492726.tif
	02492727.tif
	02492728.tif
	02492729.tif
	02492730.tif
	02492731.tif
	02492732.tif
	02492733.tif
	02492734.tif
	02492735.tif
	02492736.tif
	02492737.tif
	02492738.tif
	02492739.tif
	02492740.tif
	02492741.tif
	02492742.tif
	02492743.tif
	02492744.tif
	02492745.tif
	02492746.tif
	02492747.tif
	02492748.tif
	02492749.tif
	02492750.tif
	02492751.tif
	02492752.tif
	02492753.tif
	02492754.tif
	02492755.tif
	02492756.tif
	02492757.tif
	02492758.tif
	02492759.tif
	02492760.tif
	02492761.tif
	02492762.tif
	02492763.tif
	02492764.tif
	02492765.tif
	02492766.tif
	02492767.tif
	02492768.tif
	02492769.tif
	02492770.tif

